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Avant-propos 


« Il faut être fou ou économiste pour croire qu'une croissance exponentielle 
puisse se maintenir indéfiniment dans un monde fini !. » (Kenneth Ewart 
Boulding, 1910-1993, économiste). 


Dans un contrat de prêt, les sommes à rembourser sont rarement explicites, 
en euros sonnants et trébuchants. La plupart du temps, elles résultent d’un 
calcul faisant intervenir un saux d'intérêt, une grandeur qui semble familière. 
Mais ce n’est qu'une impression. puisqu'en 1966 notre législateur a jugé 
nécessaire d’en préciser l’usage par la loi ! Il faut dire que les organismes de 
crédit abusaient de la crédulité des consommateurs. 


Quand la France a modifié sa réglementation, en 2002, pour la rendre 
conforme aux normes européennes, les lecteurs du Journal Officiel de la 
République Française ont dû être bien surpris d'y découvrir plusieurs pages 
de mathématiques relatives au calcul des taux d'intérêt, avec exercices corri- 
gés, agrémentés de résolutions d'équations par itérations successives. 


On peut rêver et penser qu'avant de signer les décrets, notre premier 


ministre de l’époque, Jean-Pierre Raffarin, a ressorti ses cours de math fi de 
l'ESCP pour tout vérifier. 


l « Anyone who believes exponential growth can go on forever in a finite world is either a mad- 
man or an economist » 


VI TD Mathématiques financières et actuarielles 


Mathématiques financières et actuarielles 


La méthode comptable est conçue pour résumer une activité économique 
passée en regroupant puis additionnant des dépenses et des recettes enregis- 
trées, donc certaines, pendant une durée raisonnable. Elle révèle ses limites 
quand on souhaite l’étendre à des périodes trop longues et/ou à une activité 
économique future, donc incertaine. Les mathématiques financières et actua- 
rielles proposent d’adapter la méthode pour tenir compte du prix du temps 
et du prix du risque. 


Mêmes connues avec certitude, les recettes et les dépenses ressemblent en 
effet de plus en plus à des « sorchons et des serviettes » qu’on ne doit pas mélan- 
ger quand elles sont relatives à des dates trop différentes. Ainsi, les banquiers 
qui s’obstinent à comparer les coërs des diverses propositions de crédit qu’ils 
proposent à leurs clients et dont les remboursements s’étalent parfois sur des 
dizaines d’années, feraient bien de consulter, de toute urgence, les décrets 
n°2002-927 et 2002-928 du 10 juin 2002 dont il a été question précédem- 
ment puis de méditer... la Loi. 


Par ailleurs, l’addition de recettes et de dépenses prévisionnelles est encore 
bien plus délicate à interpréter car les montants, les dates de versement et 
même le prix du temps, sont autant de paramètres aléatoires. 


Les maths fi des banquiers 


L'appellation Mathématiques financières est devenue ambiguë en ce début de 
troisième millénaire. 


Les traders spécialistes du quantitatif du front office, surnommés « Quants », 
utilisent en effet des mathématiques de la finance qui n'ont pas grand-chose à 
voir avec les calculs financiers traditionnels dont se servent quotidiennement 
les professionnels de la gestion d’actifs « back et middle offices », c’est-à-dire 
ceux qui assurent le suivi des opérations financières. Ainsi, les « Grecques » et 
les équations différentielles stochastiques (EDS) dont parlent les premiers 
paraîtront sans doute ésotériques aux seconds. 


Cet ouvrage présente des calculs qui concernent vraiment Monsieur et 
Madame Tout-le-Monde. Des taux effectifs globaux (TEG) sont par exemple 
mentionnés dans les publicités qui inondent leurs magazines, leurs journaux 
et la télévision ; ils en trouvent même sur les affiches du métro parisien ou en 
devanture des agences des banques. 


Les candidats à une licence pro ou à un master pro « assurance, banque, 
finance », doivent bien entendu maîtriser le fonctionnement de ces mathé- 
matiques financières là ainsi qu’un jargon, objet de réglementations quasi- 
ment identiques, depuis peu, dans tous les États membres de la Communauté 
Européenne. Certains paragraphes et exercices, signalés par un renvoi en bas 
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Avant-propos VII 


de page sont du niveau master. Ils peuvent donc être ignorés par les candidats 
à la licence. 


En tentant de résoudre les nombreux QCM? , exercices et problèmes d’exa- 
mens dont les « solutions » sont disponibles sur le site des éditions Dunod, un 
futur professionnel aura intérêt à se constituer un aide-mémoire dont le 
contenu dépendra de sa formation antérieure. Sitôt diplômé, ce dernier sera 
aidé par de fabuleux micro-ordinateurs qui ne font jamais d’erreurs. humaines 
et qui permettent aujourd’hui de se jouer de calculs souvent complexes, réser- 
vés autrefois à des spécialistes. Mais comprendre les questions posées demeure 
encore une étape préalable indispensable pour espérer pouvoir y répondre ou 
trouver une aide efficace auprès de collègues, spécialistes ou non. 


Enfin, tout change maintenant tellement vite dans la finance d’aujourd’hui 
qu'un futur banquier doit savoir qu’il devra compléter sa formation en actua- 
lisant continuellement ses connaissances. 


Ce dernier constatera en parcourant les sites internet concernant sa profes- 
sion que l’anglais est la langue de référence de la finance d'aujourd'hui. On 
peut d’ailleurs lire dans le Rapport 2007 au Parlement de la Délégation 
Générale à la Langue Française (DGLF) qu’« À la Banque centrale européenne 
(BCE) et à la Banque européenne d'investissement (BEI), l'anglais est largement 
majoritaire ». La situation n'étant pas près de changer, une partie du jargon 
anglo-américain est présent dans ce livre, en particulier à la première appari- 


tion d’un terme financier?. 


Qu'on le déplore ou non, l’université française devra un jour ou l’autre dis- 
penser ses enseignements de finance également en anglais. 


Sandrine Lardic, Hélène Raymond, Laurence Scialom, Yamina Taddjedine, 
Michel Boutillier, Patrice Bertail, Jean-Bernard Chatelain et Didier Folus ont 
eu bien du courage d'accepter d’ouvrir des formations professionnalisantes 
(licences et masters) à l'UFR de Sciences économiques, gestion, mathéma- 
tiques et informatique (SEGMI) de l’Université de Paris Ouest Nanterre 
La Défense. Ils m'ont confié le soin de concevoir un contenu pour les maths 
fi de futurs banquiers et financiers. J’ai donc imaginé ce que des clients vrai- 
ment exigeants devraient souhaiter qu'ils sachent à l’aube du 3° millénaire 
pour prétendre être à même de leur prodiguer quelques conseils. Certains de 
ces derniers seront peut-être intéressés. 


Je remercie particulièrement Sandrine Lardic qui a accepté la très impor- 
tante mais fastidieuse tâche de relire mon manuscrit. Selon l'expression 
consacrée, je demeure seul responsable des erreurs qui subsistent. 


2 Un QCM de révision (Review Quiz) supplémentaire et sa correction, disponibles sur 
www.dunod.com, sont proposés aux étudiants curieux et courageux qui souhaitent s'évaluer à 
l'aune des exigences professionnelles anglo-saxonnes. 

3 Des caractères gras indiquent la première occurrence d'un terme financier en français et des 
caractères italiques, en anglais. 


\ LA A pr 
à Jérémie 
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NTIEL 


Ce TD préliminaire a pour objet de vérifier que l'étudiant possède bien le 
jargon financier et économique de base indispensable. Jusqu'au Master 
compris, les mathématiques vraiment utiles pour suivre Un parcours uni- 
versitaire de finance sont celles exigées au baccalauréat général des séries 
SetEs. 


1© Le temps et la finance 


1.1 © Court terme, long terme 


Les financiers et Les comptables repèrent le plus souvent les flux de tréso- 
rerie — cash flow — en temps discret — discrete time —, à des dates de valeur 
— value dates — (des jours) en utilisant le calendrier civil. 


Le Code monétaire et financier encadre la pratique bancaire des dates de 
valeur dans les opérations de crédit et de débit (cf. L131-1-1 pour les chèques 
et L133-14 pour les virements). Comptabiliser les crédits avec retard sur les 
comptes bancaires et les dates de débit en avance, n’est autorisée en France 
que pour l’encaissement des chèques. 


Les mathématiques financières — mathematics of interest rates — et la 
comptabilité ne distinguent que les échéances inférieures et supérieures à un 
an, appelées respectivement court terme — short term — et long terme — long 
term —. Il en est ainsi par exemple des dettes à court terme — current liabili- 
ties — et des dettes à long terme — long term liabilities — dans le bilan 
comptable — balance sheet - d’une entreprise. 


Les premières désignent celles à rembourser avant la clôture de l'exercice 
comptable — zccounting period — en cours et les secondes celles à rembourser 
plus tard (lors d’un exercice ultérieur). 


Sur les marchés financiers — capital markets —, les expressions court, moyen 
et long terme désignent des horizons temporels, variables selon les pays, qui 
résultent d’habitudes prises et de textes réglementaires. 


2 TD Mathématiques financières et actuarielles 


1.2 © Chroniques financières 


L'observation d’une chronique de stocks — vel ou stock time series — est 
envisageable à tout instant — point in time —. 


Il en est ainsi, par exemple, de la base de l'ISF (Impôt de Solidarité sur la 
Fortune) qui doit être évaluée au 1° janvier de l’année, du cours d’une action 
à un instant donné, ou encore d’un montant inscrit dans le bilan comptable 
(établi à la date de clôture d’un exercice fiscal — fiscal year —). 


L'observation d’une chronique de flux — flow time series — dépend du choix 
arbitraire des intervalles de temps — span of time — pendant lesquels l’homme 
de l’art a décidé de cumuler la grandeur élémentaire qui le génère. 


Il en est ainsi, par exemple, de la base annuelle de IR (Impôt sur le 
Revenu), de dividendes versés pendant l’année, d’un chiffre d’affaires men- 
suel ou encore d’un montant inscrit dans un compte de résultat — Profit and 
Loss (P & L) account — (relatif à un exercice fiscal). 


Les unités statistiques observées sont donc de nature différente selon que la 
grandeur dont on suit l’évolution est un stock ou un flux. Dans le premier 
cas ce sont des instants et dans le second, des intervalles de temps. 


1.3 © Juste valeur 


Un actif — asset — est ce qui a une valeur marchande : liquidités, instruments 
financiers, stocks, immobilier, brevets, marques, etc. 


La valeur attribuée à un actif est 4 priori différente d’un individu à l'autre ; 
il ne faut la confondre ni avec un prix ni avec un coût. Pour lever toute ambi- 
guïté, la finance désigne par juste valeur — f4ir value —, son évaluation aux 
prix de marché - Mark-To-Market (MTM) value — obtenue à une date don- 
née — appaisal date — en utilisant les cours et taux de change les plus récents 
possibles. Cette méthode conforme aux normes internationales d’informa- 
tion financière — /nternational Financial Reporting Standards (IFRS) — $ op- 
pose à la valorisation comptable aux coûts historiques. On notera que ces esti- 
mations négligent toutes sortes de frais, taxes et impôts. 


On dira qu’un actif est liquide — liquid asset — s’il est facilement négociable, 
c'est-à-dire transformable en moyens de paiement. Dans le cas contraire, l’es- 
timation de sa juste valeur n’est pas clairement déterminée : elle repose sur un 
cours du passé ou sur un dire d’expert, c’est-à-dire sur une donnée arbitraire. 


En acquérant un actif, un investisseur s'attend non seulement à pouvoir le 
revendre plus ou moins facilement mais souvent également à ce que son 
compte soit affecté par des flux de trésorerie futurs plus ou moins certains, 
des rémunérations mais aussi des frais et des taxes : coupons — coupon — (obli- 
gations), dividendes — dvidends — (actions), droits de garde — custody fees —, 
frais de gestion — management expenses —, loyers — rental income — et charges 
foncières — property charges — (biens immobiliers). 
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2 © Variations 


2.1 © Indice élémentaire 


Cy . A 
Le rapport 1,/x(c) = =. compare les valeurs c; et c, prises par une même 
X 


grandeur positive unidimensionnelle c dans les situations x et y. Quand on 
connaît ce nombre, appelé indice élémentaire — e/ementary index —, et la 
valeur c, placée au dénominateur, appelée valeur de référence — benchmark-, 
on en déduit l’autre à l’aide d’une multiplication : ce, = €; x I,/:(c) 

On présente traditionnellement un indice avec un chiffre après la virgule 
après lavoir préalablement multiplié par une constante appelée valeur de la 
base — base value —. Les opérations sur les indices seront présentées dans cet 
ouvrage sans ce coefficient multiplicateur qui complique inutilement la lec- 
ture des résultats théoriques. 


L'indice d’une grandeur est une mesure de sa variation entre les deux situa- 
tions comparées. En effet, selon qu’il est supérieur ou inférieur à 1, la gran- 
deur croît ou décroît entre la situation de référence et l’autre. Dans le 1% cas, 
il est également appelé facteur de croissance — growth factor — et dans le 2", 
facteur de réduction — discount factor —. 


Quand la grandeur est observée dans le temps, on compare habituellement 
une valeur courante à une valeur plus ancienne prise pour référence. Il est 
alors pratique de numéroter les situations en commençant par 0 : co est alors 
appelé valeur initiale et c1, valeur finale. 


2.2 © Propriétés des indices élémentaires 


Un indice élémentaire étant une fraction, il en possède les propriétés. En 
particulier, si un indice est un facteur de croissance, celui obtenu en inter- 
vertissant les deux situations à comparer est un facteur de réduction. Par 
ailleurs, quand on connaît 2 des 3 indices élémentaires qui comparent deux 
à deux une même grandeur simple dans trois situations, on en déduit le 3°, 
soit par une multiplication soit par une division des deux autres. 


Dans le cas d’une chronique {A4; k = 0,1,...j}, cette dernière propriété se 


généralise de la manière suivante. L'indice global 1;/9(A) = Fr se factorise en 
0 


A 
un produit de j indices élémentaires partiels lex = È 
k-1 
(Kk=1,2;.:::7)4 
Aj Ai A A 
Lio A)= = x —x...x = | [Ze (A) [1.1] 
Ao  Ao Ai A3 [x 


4 TD Mathématiques financières et actuarielles 


2.3 © Indice de rentabilité 


Un support bancaire, appelé compte titres — securities account —, adossé à 
un compte bancaire ordinaire — ordinary bank account — est obligatoire en 
France pour détenir des instruments financiers. 


Aux titres financiers à revenus fixes (obligations classiques) — fixed income 
securities —, dont les dates de versement et les montants des rémunérations 
sont fixés à l'avance, s'opposent les titres financiers à revenus variables 
— variable income securities — (actions) dont les dates et flux de trésorerie 
futurs sont plus ou moins inconnus. 


Les instruments financiers dérivés — derivative instruments — (contrats à 
terme ou optionnels, similaires à des assurances), permettent aux agents éco- 
nomiques soit de réduire les risques liés à leurs activités soit de spéculer. 

On désigne ci-après par : 


° Ao, la juste valeur d’un compte titres prise pour référence à la date 0. 


° A1, A, …, Ag, …, Aj_1, les justes valeurs de ce compte aux dates numé- 
rotées : k—1,2,..,j-1 ; elles forment une chronique de stocks 
CNRS L2) 

° di, di, …, dx, …, dj_1, les éventuelles rémunérations (nettes de frais et de 
taxes) liées à la détention du portefeuille et déposées sur le compte de ges- 
tion entre les dates n° & — 1 et n° k (k = 1,2, …, j-1) ; elles forment une 


chronique de flux (cf. $ 1.2). 


Si une rémunération d4 est versée sur le compte de gestion à la date n° k, la 
valeur du portefeuille P (compte titres et solde du compte bancaire associé) 
passe de Ay-1 à Ar + de. 


L'indice de cette valeur est appelé indice de rentabilité — Return Index (RI) 
— du portefeuille P à la date n° k, base 1 en k — 1 : 
RIeyk-1 = nt [1.2] 
Ar-1 
L'indice de la valeur du compte titres seul (1.e. hors rémunérations) qui passe 
de Ay-_1 à A4 est appelé indice de plus ou moins-value ou indice nu — Price 
Index (PI) - du portefeuille P à la date n° k, base 1 en k& — 1 : 


Ak 
Phi [1.3] 
Û Ak-1 
_— dé dk ; 
Quand on connaît l’indice nu Pl4yx-1 et les rapports à et x. appelés 
k—1 k 
taux de rendement — yield rates —, on en déduit celui de rentabilité : 
: — ; LE d 
— soit à l’aide d’une addition : Rlyyk-1 = Plyr-1 + . : [1.4] 
ii 


. > ) sf : d 
— soit à l’aide d’une multiplication : Rlyyg-1 = Pleyg-1 (: + à) [1.5] 
k 
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Ces deux taux de rendement, rapportant la même rémunération dy respec- 
tivement à la valeur initiale et finale du compte titres portent deux noms dif- 
férents en anglais : income yield ou Yield On Cost (YOC) pour le premier et 
running yield ou current yield pour le second. 


Si une rémunération est versée à la date n° k, l'indice de rentabilité R14/x-1 
est plus élevé que celui de plus ou moins-value P1476-1. Dans le cas contraire 
(dx = 0), ces deux indices sont identiques. 


Les bases de données financières permettent de reconstituer facilement les 
indices de rentabilité. Il en est ainsi de Datastream maintenue par Thomson 
Reuters. Les différents cours corrigés successifs &; d’une action, par exemple, 
sont établis en supposant que les dividendes sont réinvestis immédiatement 
pour acquérir des parts supplémentaires du même titre. 


La chronique corrigée {&x; k = 1,...,j — 1} est construite par récurrence à 
partir d’un cours &o pris pour référence (&o = Ao) de la façon suivante : 
Cr = Ce1 X Reg (k = 1,...,j-1). On en déduit : ljx 1€) = Rlyyx_1. 
L'indice de rentabilité de l’action à la date n° k (base 1 en k-1) s'obtient ainsi 
en calculant l'indice élémentaire de son cours corrigé. 


Ag + de . / —— 
si une rémunération nette de 


k-1 A 
. ; | es k 
frais dy est versée en date valeur du jour k, et & = &-1 x 


Autrement dit, on pose : & = &-1 X 


sinon. 


k-1 
Un indice de rentabilité est qualifié de rer ou de brut selon qu'il est calculé 
après ou avant d’avoir tenu compte d’un éventuel prélèvement fiscal. 


2.4 © Indice de performance 


Les Organismes de Placement Collectif (OPC) -— co/lective investment funds 
(CIF) — sont des intermédiaires financiers qui donnent aux investisseurs 
(actionnaires ou porteurs de parts) la possibilité d’investir sur des marchés aux- 
quels ils n'auraient que difficilement accès autrement (marchés monétaires et 
financiers étrangers, actions non cotées, murs de magasins, immobilier d’en- 
treprise, etc.). Ces structures (fonds communs ou sociétés à capital variable) 
réduisent les inconvénients des placements en direct (très faible liquidité des 
actifs immobiliers, par exemple). Une réglementation s'applique aux 
Organismes de Placement Collectif en Valeurs Mobilières (OPCVM) et aux 
Organismes de Placement Collectif en Immobilier (OPCT). 


En dehors des réallocations d’actifs décidées par l’équipe de gestion, la 
composition d’un portefeuille détenu par un OPC est affectée au cours du 
temps par divers flux de trésorerie (recettes et dépenses). La réglementation 
française impose aux organismes de placement collectif de publier la Valeur 


Liquidative Unitaire (VLU) — Nes Asset Value per share (NAVPS) — de leurs 


parts ou de leurs actions au moins deux fois par mois. 


6 TD Mathématiques financières et actuarielles 


On désigne par indice de performance — performance index — d’un porte- 
feuille d'actifs gérés pendant une période donnée, le facteur global de crois- 
sance (ou de réduction) de sa valeur liquidative. Il s'obtient en enchaînant les 
indices de rentabilité partiels relatifs aux sous périodes pendant lesquelles la 
trésorerie de l'OPC n’a pas été affectée par une recette ou une dépense. 
Calculer l'indice de performance d’un organisme de placement collectif pen- 
dant une période donnée, suppose de connaître non seulement lencours ini- 
tial VLo et final VL; du portefeuille géré mais aussi le détail des différents 
flux de trésorerie CF, enregistrés sur le compte de gestion aux dates #4 
(k = 1,2, .….,n) pendant la période [0, 1]. 

La valeur liquidative totale de l'OPC évolue au cours du temps au gré des 
cours observés et/ou de l'estimation des actifs immobiliers. 


— VL, VL, VL,.. VL, 
7e NPA 


Pr] 


VL+CF, VL+CF.  VL +CF, VL +CF, 


Î] D) 


Diagramme 1.1 


L'indice de performance sur la période s'écrit (cf. diagramme 1.1) : 


VL, VE VL, VE 
X X ... X X 
VLo VL;, +CF, VL,,. +CF,-1 VL,, +CF, 


Liy0 = [1.6] 


expression dans laquelle VL,, et VL;, + CF, désignent respectivement l’en- 
cours total net du portefeuille, juste avant et juste après la prise en compte 
du € flux de trésorerie CF,, à la date #4. 


La plupart des OPCVM comparent leurs performances à un indice de réfé- 
rence. On appelle indicateur de déviation — #racking error — un résumé sta- 
tistique des écarts constatés entre les deux, pendant une période récente plus 
ou moins longue. Plus cet indicateur est faible et plus la valeur liquidative 
unitaire du fonds évolue comme l’indicateur de référence. 


Un fonds alternatif — hedge fund — est un fonds de placement particulier 
non soumis aux contraintes légales des OPC. Les opérations d’achat et de 
vente avec effet de levier (cf question 28 du TD 2) augmentent considéra- 
blement les risques pris par les investisseurs. 


Les prix d'achat et de vente d'une part (ou d'une action) d'un OPC dépen- 
dent de sa valeur liquidative unitaire et des éventuels frais d'entrée et/ou de 
sortie. Il est donc primordial que l'évaluation des parts d'un fonds soit certi- 
fiée par un acteur indépendant des gérants... 
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2.5 © Variations absolues 


On appelle variation absolue d’une grandeur simple c, qui passe dec, à c, 
entre les situations x et y, la différence c,-cx. 


Cette nouvelle appellation peut sembler superfétatoire à un mathématicien. 
Elle est utile aux financiers pour lever toute ambiguïté avec d’autres variations 
dites « relatives » (cf TD 2). La première s’énonce dans l’unité retenue pour 
mesurer la grandeur c, les secondes s’écrivent : |c,-cx| + cx, [c,-cx| + cy ou 
Un(e, + c,)| et n'ont pas d'unité ; !n se lit logarithme népérien du nombre 
(positif) situé à sa droite. Cette dernière est également appelée variation loga- 
rithmique pour la distinguer des deux premières, dites arithmétiques, qui rap- 
portent l'écart — deviation —, c'est-à-dire la valeur absolue de la différence, à 
l’une d’entre elles (c, ou c,). 


On notera que la variation absolue d’une grandeur est l'opposé de celle cal- 
culée en permutant les deux situations comparées. 


Quand les deux situations à comparer sont ordonnées, la différence 
AC = C1 — Co, positive ou négative, est appelée accroissement absolu — #er 
change — de la grandeur quand on passe de la situation initiale à la situation 


finale. 


Quand il porte sur deux cours d’une action en bourse, l’accroissement 
absolu d’une séance à l’autre n’est interprétable qu'après avoir procédé à une 
correction des Opérations Sur Titres (OST) — corporate action — : paiement 
de dividendes, démembrements ou regroupements d’actions, etc. 


3 © Comptes titres 


3.1 © Notations 


On repèrera dorénavant deux jours de bourse successifs par deux entiers 

consécutifs k-1 et k (k = 1,2, …., j-1) et on désignera par : 

° H;_1, l'échantillon des entreprises sélectionnées à la clôture de la J-19ne 
séance boursière, la dernière connue. 

° Q},h € Hj-1 le nombre de titres de la société h détenus à l'instant r de la 
J°M séance. Quand un compte titres n’est révisé qu’à la clôture — close — 
des différentes séances (17 h 35 à la Bourse de Paris pour les actions cotées 
en continu), on notera que l’invariance des nombres de titres du porte- 
feuille pendant la j° séance s'écrit : Qù — D Vh € Hj-1. 

°c',heH :_1, le cours du titre h à l'instant f de la j°"® séance dans la devise 
de référence (supposée être ici l'euro) dans laquelle souhaite raisonner 
l'investisseur. 


. ci h € Hh, le cours du titre h à la date 0, choisie pour référence. 


Un portefeuille est autofinancé — se/ffinancing portfolio — lorsque les modi- 
fications de sa composition sont réalisées sans apports ni retraits d’espèces. 
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L'usage est d’abréger l'écriture A, = >. c* Q" donnant la juste valeur du 
hCH;_: 

compte titres à l'instant r de la j"€ séance boursière, nette de frais et hors 

dividende, en la notant 4, = Y'c, x Q,. Dans cette expression, le petit repère 

supérieur À utile pour distinguer les différents titres présents dans P est donc 


sous-entendu. 


On notera p} le cours du titre h quand il est observé dans une devise diffé- 
rente (le dollar pour fixer les idées) de celle dans laquelle raisonne l’investis- 
seur (supposé être ici l’euro). Pour convertir des dollars en euros, ce dernier 
peut utiliser indifféremment deux taux de change équivalents, inverses l’un 
de l’autre, selon qu’il choisit l’une ou l’autre des deux monnaies comme unité 
de quantité de la transaction. Il revient, par exemple, en effet au même 
d’énoncer à un instant donné que le taux de change vaut x, = 0,80 €/$ (prix 
du dollar) ou qu’il est égal à x, = 1 +7, = 1,25 $/€ (prix de l'euro). 

Dans le premier cas, ce qui varie dans le temps est le nombre d’euros et de 
centimes échangés par dollar ; l’euro est alors appelé devise « secondaire » ou 
de « contrepartie » et Le dollar devise « cotée » ou « principale ». Dans le second 
cas, ce qui varie dans le temps est le nombre de dollars et de cents échangés 
par euro. 

L'investisseur obtient la juste valeur c! en euros du titre À à l’aide : 

— d'une multiplication : c" = pl x rÀ sil utilise x” (juste valeur d’un dollar 

en euros et centimes) appelé cotation à l’incertain — direct quote — de 


l'euro vis-à-vis du dollar ; 


— d’une division : c* = ph + ri" s'il utilise x!” (juste valeur d’un euro en dol- 


lars et cents) appelé cotation au certain — indirect quote — de l'euro vis-à- 
vis du dollar. 


h 
t 


3.2 © Indice de la capitalisation boursière 


La juste valeur d’un compte titres étant une grandeur unidimensionnelle, 
son indice est élémentaire et possède les propriétés de réversibilité et de tran- 
sitivité des fractions mentionnées au $ 2.2. 


On appelle capitalisation boursière (CB) — capital market value — d’une 
société h, l'estimation au cours du marché de la totalité Q} de ses actions 


enregistrées en bourse à l'instant f de la séance n° j. 


Quand on utilise le dernier cours connu c}, cette capitalisation vaut : 


CB! = cl x Q". L'invariance des nombres d’actions Q} des différentes socié- 
tés retenues pendant la j°"€ séance (Q! — Q"_ L Vh € Hj_\), conduit à écrire 
la capitalisation boursière de l’échantillon Hj_1 à l'instant r de cette séance de 
la manière suivante: CR = Gex 0 =) 6x0; 3: 

L'indice élémentaire 1,/;-1(CB) de la juste valeur d’un compte titres qui 
serait composé de toutes les actions d’un sous ensemble d’entreprises sélec- 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


TD 1@ Prérequis 9 


tionnées par l’homme de l’art (ie. évaluées aux cours prévalant sur le 
marché), est appelé indice de la capitalisation — capitalization-weighted 
index (CWIT) — de ce groupe à l'instant r (base 1 à la clôture de la séance pré- 
CB; - DA 
CB EétO er 
Un indice de capitalisation est celui de la juste valeur de l'ensemble des 
entreprises retenues. Cette valeur est théorique puisque la totalité des actions 
ne peuvent être achetées aux cours relevés en bourse comme le révèle les 
Offres Publiques d'Achat (OPA) — Zakeover fid — par exemple. Une telle 
opération ne peut en effet être réalisée en pratique que si la proposition de 
prix de rachat des actions de la société cible est faite à un cours plus élevé que 
celui constaté en bourse. 


cédente) : L,/;-1(CB) = 


La plupart des indices de capitalisation utilisent en fait de nos jours des 
valeurs corrigées dites flottantes et plafonnées (cf TD 3 $ 3.3). En pratique, ce 
perfectionnement ne change pas grand-chose... quand il s'agit de chiffrer 
l’évolution des cours boursiers entre deux dates proches. 


3.3 © Vocabulaire des marchés 


En finance, coter, c’est fixer un prix qui peut être d’achat, de vente, de réfe- 
rence où même plus ou moins conventionnel. 


Sur un marché organisé, le prix acheteur — bid price — 5 est Le prix le plus 
élevé auquel l’un des opérateurs souhaite acheter immédiatement une cer- 
taine quantité (bid size) d’un titre. Le prix vendeur — 45k price — s* (ou offert) 
est le prix le plus faible auquel l’un des opérateurs accepte de vendre immé- 
diatement une certaine quantité (ask size) d’un titre. On appelle échelon de 
cotation — #ick size — le plus petit écart possible séparant deux prix successifs 
(d'achat ou de vente). Le carnet d’ordres — order book — d’un titre recense à 
tout instant l’état des meilleures propositions d’achat et de vente. 


La différence : s'-5, appelée écart de cotation — bid/ask spread — du titre, 
est un indicateur essentiel pour apprécier sa liquidité — Zquidity —. 
L'intervalle [s, s] est appelé fourchette de cotation et son centre prix milieu 
de la fourchette — id price ou mid-rate —. Un teneur du marché — market 
maker — est un intermédiaire à la fois acheteur (au prix #) et vendeur d’un 
même titre (au prix s*) ; il contribue ainsi à sa liquidité. 

Les cambistes choisissent l’une des deux monnaies à échanger pour énoncer 
le prix de l’autre (la devise cotée) retenue comme unité de quantité dans les 
transactions. L'échelon de cotation, appelé « pip » sur le marché des changes 
— foreign exchange market (forex) — (ouvert 24 heures sur 24 et cinq jours sur 
sept), est presque toujours égal au dix millième de l’unité de la devise secon- 
daire ; une exception notable concerne le yen pour lequel il n’est que le cen- 
tième. Ce marché est très liquide : l’écart de cotation « EUR/USD » (dans 
laquelle l’euro est la devise principale et le dollar la devise secondaire) peut 
être très faible, 2 pips par exemple, soit 0,0002$/€. 
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Chaque jour ouvrable, la Banque centrale européenne (BCE) diffuse des 
taux de change (c’est-à-dire des prix) de référence de l'euro contre de nom- 
breuses devises. La liste publiée sur son site internet comporte 34 devises 
depuis le 3 janvier 2011. Ces références sont basées sur une procédure de 
concertation quotidienne entre banques qui a normalement lieu à 14 h 15 
(heure de Francfort). Pour chaque devise suivie, le taux de référence choisi est 
le prix milieu de la fourchette de cotation de l’euro au certain. 


La position prise par un investisseur est son exposition aux risques de fluc- 
tuations des cours sur les marchés qui dépendent de la loi de l'offre et de la 
demande. 


Un investisseur peut acheter ou vendre des actions 4% comptant mais aussi 
à terme pour certaines (les plus traitées à Paris) en utilisant le Service à 
Règlement Différé (SRD) - Defered settlement service — qui permet de dif- 
férer le dénouement d’un achat ou d’une vente. Il suffit pour cela de dispo- 
ser d’une garantie sous la forme d’un compte de marge — margin account — 
suffisamment créditeur en espèces et/ou obligations et/ou actions. 


Un opérateur est haussier — bwllish — pour un titre, sil pense que son cours 
augmentera dans le futur. Il réalisera un profit s'il peut l'acheter pour le 
revendre plus cher plus tard et une perte dans le cas contraire. Après l’achat, 
on dit que sa position est longue — long position — ; pour la solder, il devra 
revendre ce titre. 


Un opérateur est baissier — bearish — pour un titre, s'il pense que son cours 
baissera dans le futur. Il réalisera un profit sil peut le vendre pour le racheter 
moins cher plus tard et une perte dans le cas contraire. Une vente à décou- 
vert — short-selling — consiste à vendre des titres qu’on n’a pas, ce qui est pos- 
sible en utilisant le SRD. Les titres sont empruntés puis vendus et enfin res- 
titués au moment choisi par l’opérateur. Après la vente, on dit que sa 
position est courte — short position — ; pour la solder, il devra racheter ce titre. 


V 


© TD 2 Taux de variation 
© TD 3 Indices boursiers 
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Ù 


Si 125 € représente 4 % d’un investissement, ce dernier est égal à : 


O a) 2000 € O b) 2 500 € © c) 3125 € © d) 4 000 € 


Un conglomérat est composé de 3 entreprises : ABC réalise quatre fois le 
profit de BCD et CDE trois fois celui de BCD. Dans le total du profit du 
conglomérat, CDE représente donc : 


Oa)12,5% Ob)20% Oc375% © d) 40 % 


Jérémie et Déborah détiennent respectivement 80 % et 20 % d’une 
société. Si David rentre à hauteur de 20 % dans le capital, la part de Déborah 
passe à : 


Oa)15%  Ob)16% Oc18% © d)20% 


En juillet 2004, un Big Mac valait 3,00 € à Paris et l'indice de son prix 
était égal à 120,0 (base 100 à Athènes). Pour l’acheter lors des jeux olym- 
piques de juillet 2004 à Athènes, il fallait donc payer : 


Oa)2,00€ Ob)2,50€ Oc)2,75€ O© d)3,00€ 


En avril 2001, le prix d’un Big Mac à Madrid était égal à 2,37 € et le fac- 
teur de croissance qui faisait passer à son prix à Francfort valait 1,105. Par 
ailleurs, le facteur de réduction qui faisait passer de son prix à Paris à celui à 
Francfort valait 0,929. Le prix d’un Big Mac à Paris était donc égal à : 


Oa)2,62€ Ob)272€ Oc282€ Od)292€ 


Quelle est la valeur ajoutée d’un commerçant s’il vend (en avril 2012) au 
prix de 39,95 € TTC une calculatrice TI BAIT Plus achetée 24,58 € HT à 


son fournisseur ? 


© a) 14,92€ O b) 10,55 € Oc) 8,82€ O d) 7,83 € 


Pour vous aider. En avril 2012, on utilisait en France un facteur de croissance 


égal à 1,196 pour passer du prix HT au prix TTC. 


Le 1% décembre 1987, le coefficient utilisé pour passer du prix hors taxes 
d’un disque en vinyle au prix TTC a été ramené de 1,333 à 1,186. Si cette 
baisse de la TVA avait été parfaitement répercutée par les professionnels de 
l’industrie du disque au bénéfice des consommateurs, les commerçants 
auraient dû multiplier les anciens prix de vente affichés par un coefficient égal 
à environ : 


Oa)0,920 #Ob)0,890 Oc)0,843 © d) 0,750 
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Si la cotation du franc suisse est : « EUR/CHE = 1,1250-1,1255 », un 
exportateur français qui vend CHF150 000 reçoit : 


O a) 168 825,00€ © b) 168 750,00 € 
Oc)133333,33€ © d) 133 274,10 € 


Pour vous aider. Dans une cotation, un cambiste indique d’abord la devise 
principale puis la devise secondaire en utilisant la norme ISO 4217. EUR, 
CHE, USD, GBP sont ainsi respectivement les abréviations de l’euro, du 
franc suisse, du dollar américain et de la livre anglaise. Les prix s'énoncent 
dans la devise secondaire ; le premier est le prix offert (bid price, celui auquel 
le cambiste achète une unité de la devise principale) et le second est le prix 
demandé (ask price, celui auquel il la vend). 


Si les cotations du dollar sont : EUR/USD = 1,3255-1,3260 et GBP/USD 
= 1,5575-1,5580, on en déduit que la cotation EUR/GBP (cours croisé — 
cross rate —) est : 
© a) 0,8508-0,8511 © b) 0,8508-0,8514 
© c)1,1746-1,1754 © d)1,1750-1,1754 


La valeur nominale des OAT est : 
© a) égale à1€ © b) égale à 100 € 
© c) égale à 1 000€ O d) variable 


Un FCP composé de 17 millions de parts détient un portefeuille de 
titres valorisé 350 millions d’euros. Si ses dettes s'élèvent à 10 millions d’eu- 
ros, la valeur liquidative unitaire de ses parts est égale à : 


O à) 20,00 € © b) 20,59 € O c) 21,18€ © d) 22,00 € 


La valeur liquidative des actions d’une SICAV est de 13,40 €. Si les 
droits d’entrée perçus lors de la souscription sont de 4 %, le prix demandé 
(ask price) des actions de cette OPCVM est égal à : 


O a) 12,86€ O b) 13,40 € © c) 13,94€ O© d) 13,96 € 


Pour vendre à découvert dix actions XYZ qui cotaient 50 € le 1° jan- 
vier 2012, Jérémie a déposé 1 000 € sur son compte de marge. Le 
31 décembre 2012, un dividende de 2 € a été distribué par la société XYZ et 
10 € ont été versés sur son compte de marge au titre des intérêts. À quel prix 
a-t-il racheté ces dix actions pour solder sa position le 1% janvier 2013 si après 
cette opération son compte est créditeur de 1 040 € ? 


Oa)32€ Ob)45€ Oc50€ Od)53€ 


Les questions 14 et 15 utilisent les données suivantes : 


Le cours de l’action Apple est passé de 236 $ à 600 $ entre le début du mois 
d'avril 2010 et celui d’avril 2012 et le nombre d’actions inscrites en bourse 
de 900 à 930 millions. 
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En avril 2012, l'indice (base 100 en avril 2010) de la plus-value d’un 
portefeuille composé d’actions Apple valait : 


Oa)103,3 Ob)1550 Oc)2542 © d) 262,7 


En avril 2012, l’indice (base 100 en avril 2010) de la capitalisation 
d'Apple était égal à : 
Oa) 103,3 Ob)1550 Oc)2542 © d) 262,7 


Une SICAV est constituée de 5 millions d’actions et a une dette de 
10 millions d’euros. Ses actifs sont composés d’un million d’actions XYZ et 
de deux millions d’actions ABC qui cotent respectivement 20 € et 50 €. 
Quelle est la valeur liquidative unitaire des actions de cette SICAV ? 


O a) 22€ Ob)10€ Oc35<€ O d) 14€ 


Pour un investisseur, le meilleur OPCVM est celui : 
© a) dont la politique d'investissement est celle qu’il recherche 
© b) dont la performance a été la meilleure pendant au moins 4 années 
© c) qui est classé Ler dans le palmarès publié par son journal financier 


© d) dont les frais de gestion sont les plus faibles en pourcentage 


Si les frais de gestion appliqués par un OPCVM sont importants, on 
peut en déduire : 


© a) que sa performance sera très bonne à condition d'investir sur le long 
terme 


© b) que sa performance sera très bonne à condition d’investir sur le court 
terme 


© c) que l’équipe de gestion est très performante 
© d) aucune des réponses a, b et c 


Quel est le résultat, hors frais, d’une vente à découvert (réalisée en utili- 
sant le SRD) de 100 actions XYZ au prix de 35 € si l'investisseur dénoue sa 
position au prix de 60 € : 


Oa)+250€ Ob)-3000€ Oc)+2500€  O d)-2 500 € 


Quel est le résultat, hors frais, d’un achat de 100 actions XYZ au prix de 
35 € si l'investisseur dénoue sa position au prix de 60 € par action : 


Oa)+250€ Ob)-3000€ Oc)+2500€ O d)-2500€ 
Dans le jargon financier, on désigne par pip : 

© a) la devise secondaire utilisée pour coter un taux de change 

© b) une variation de un pour cent mille d’un taux de change 

© o) le plus petit écart possible entre deux cours d’un taux de change 

© d) la devise principale utilisée pour coter un taux de change 
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Si la cotation EUR/CHF passe de 1,2000 à 1,2004 sur le marché des 
changes, on en déduit que : 


© a) l'euro s’est apprécié de 4 centimes de franc suisse 
© b) le franc suisse s’est apprécié de 4 centimes d’euro 
© c) l'euro s'est apprécié de 4 centimes de franc suisse 
© dj le franc suisse s'est apprécié de 4 centimes d’euro 


Dans le jargon financier, l'échelon de cotation (tick) retenu pour un titre 
sur un marché organisé est : 


© à) la fréquence des cotations 
© b) le plus petit écart possible entre deux cours successifs 
© c) le minimum de son cours atteint pendant la séance boursière 


© dj) le maximum de son cours atteint pendant la séance boursière 


En finance, on désigne par « prêt sans risque » : 
© à) celui accordé à une banque très connue 
© b) celui accordé à un État membre du FMI 


© c) un contrat de prêt imaginaire dont on sait à l’avance que toutes les 
clauses seront honorées 


© dj) celui accordé par la BCE à une banque centrale 


L'une des affirmations suivantes est exacte, laquelle ? 
O a) placer de l’argent à la Caisse d’Épargne est sans risque 
© b) placer de l'argent en bons du Trésor américain est sans risque 
© c) placer de l’argent sur un compte en Suisse est sans risque 
© dj) tous les placements précédents sont risqués 


Si la juste valeur du salaire de Mademoiselle Durand est deux fois plus 
élevée que celle de Monsieur Martin, cela veut dire que : 


© à) le travail de Mademoiselle Durand est deux fois plus pénible 
© b) Mademoiselle Durand travaille deux fois plus vite 


© oc) le salaire de Mademoiselle Durand se négocie à un prix deux fois plus 
élevé que celui de Monsieur Martin sur le marché du travail 


O dj le travail de Mademoiselle Durand est deux fois plus important 
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KR 
ÉFLEXION 


a)*® Pourquoi présente-t-on traditionnellement un indice avec un 
chiffre après la virgule après l'avoir préalablement multiplié par une 
constante, appelée valeur de la base ? 


b)$ Quelle est la précision des calculs menés par l’homme de l'art s'il choisit 
100 comme valeur de la base ? Même question s’il choisit 1 000, puis s’il 
choisit 1 500. 


$$ Les comptables désignent respectivement par plus-value — capital 
gain et moins-value — capital loss — un gain et une perte. Les cambistes qua- 
lifient de déport — backwardation — ou de report — contango —, la valeur abso- 
lue de la variation de la cotation d’un taux de change selon qu'elle diminue 
ou qu'elle augmente au cours du temps. Pourquoi ces professionnels renon- 
cent-ils à utiliser des nombres négatifs ? 


$ Quels sont les échelons de cotation utilisés par Euronext-Paris (depuis 
le 16/9/2009) pour coter les actions en euros ? 


#6 Les termes « différentiel » et « écart » sont parfois utilisés comme 
synonymes de « différence ». Il en est ainsi par exemple dans les expressions 
« différentiel de taux d'intérêt », « différentiel d'inflation », « différentiel de 
prix » etc. Que doit-on en penser ? 


1a)$ Qu'appelle-t-on principe d’Absence d’Opportunité d’Arbitrage 
(AOA) — no riskless arbitrage principle — en finance ? 


b)$ Que peut-on dire des prix offert et demandé sur un marché quand on y 
suppose l'absence d'opportunité d'arbitrage ? 


c)$ Qu'en résulte-t-il pour la différence entre ces deux prix ? 


2)$6 À et B sont respectivement les prix aujourd’hui d’un bon du Trésor, de 
nominal 1 €, remboursé dans 6 mois et dans un an. 


Pourquoi l'AOA implique-t-elle l'inégalité B < A ? 


$ Qu'appelle-t-on commissions de surperformance — fulcrum fees — ? 
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Esraai 
NTRAÎNEMENT 


En avril 2012, on passait d’un prix d’achat hors taxes en France au prix 
TVA incluse en multipliant le premier par un coefficient égal à 1,196 (TVA 
dite normale). 


a)$ Quel est Le prix de vente HT d’un commerçant s'il vend la TI BA II Plus 
(modèle ordinaire) à 39,95 € TTC ? 


b)$ On appelle marge brute unitaire d’un produit, la différence entre Les prix 
HT de vente et d’achat. Quelle est la marge brute (unitaire) d’un com- 
merçant en France qui achète 24,58 € HT la TI BA II Plus et la revend 
39,95€ TIC? 


c)$ Par quel facteur de croissance passe-t-on du prix d'achat HT au prix de 


vente TTC ? 


$ Dans la ville de New York, on passait en avril 2012 du prix de vente 
HT affiché dans un magasin au prix TTC en multipliant le premier par un 
coefficient égal à 1,08875. Combien doit payer un client, à la caisse, pour 
acheter une calculatrice financière TI BA II PLUS (modèle ordinaire) dont le 
prix affiché est de 38 $ HT ? Au contraire des États-Unis, la réglementation 
française impose d'indiquer le prix d’un produit exposé à la vue du public 
toutes taxes comprises. 


Le cours de l’action XYZ est passé de 20 € à 25 € entre deux dates ; un 
dividende brut de 1 € a été distribué à la fin de la période. 


a) Calculer l'indice de plus-value et celui de rentabilité brute de l’action 
XYZ pendant la période. Calculer le taux de rendement rapporté au cours 
initial puis rapporté au cours final. Comment l'indice de rentabilité brute 
se déduit-il de celui de plus-value selon qu’on utilise lun ou l’autre de ces 
deux taux de rendement ? 

b)$ Quel est l’indice de rentabilité nette si le prélèvement fiscal forfaitaire est 
de 30 % sur les plus-values et les dividendes. Quel est le taux de rendement 
net rapporté au cours initial ? Quel est le taux de rendement net rapporté 
au cours final ? 


$ Le tableau 1.1 présente l’évolution du solde du compte de Monsieur 
Martin géré par son banquier pendant l’année dernière. 
M. Martin a hérité de 2,7 millions d’euros qu’il a déposé sur son compte en 
date valeur du 1% avril. Il à retiré 2,5 millions d’euros en date valeur du 
1* octobre pour acheter un appartement à Paris. 
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Tableau 1.1 - Évolution du solde du compte de M. Martin 


Date Solde Flux de trésorerie 
1e7 janvier 75 000 
31 mars 90 000 
1f avril +2 700 000 
80 septembre 2 600 000 
187 octobre —2 500 000 
31 décembre 125 000 
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Calculer l'indice de performance réalisé par son banquier pendant l’année. 


Depuis son introduction en bourse en 1996, les actionnaires de la 
société Yahoo!-Inc. (YHOO) ont décidé de cinq fractionnements. Un pre- 
mier « 3 pour 2 » (shree-for-two) le 2/09/1997 à été suivi de quatre « 2 pour 
1 » (zwo-for-one) les 3/08/1998, 08/02/1999, 14/02/2000 et 12/05/2004. 


Tableau 1.2 — Évolution du cours de l’action Yahoo!-Inc. 


Date Ouverture] Haut Bas Clôture Cours ajusté 
30 juin 2011 14,98 15,10 14,64 15,04 15,04 
28 juin 1996 19,50 21,00 19,00 21,00 0,88 


Le tableau 1.2, obtenu sur Yahoo! Finance, montre qu’en clôture, l’action 
cotait po = 21,00 $ le 28/06/1996 et p1 = 15,04 $ le 30/06/2011. Aucun 
dividende n’a été distribué pendant la période. 


1)$ Monsieur Smith a construit un portefeuille comprenant 100 actions 
Yahoo-Inc à la clôture du 28/06/1996 qu’il a conservées pendant 15 ans. 


Combien d’actions nouvelles possède-t-il le 30/06/2011 ? 


Calculer les indices de rentabilité, de plus ou moins-value au 30/06/2011 
(base 100 le 28/06/1996). Quel est le taux rendement de son investisse- 
ment ? 


2)$ Le cours de clôture ajusté — adjusted close — du 28/06/1996 indiqué 
dans la dernière colonne du tableau 1.2 est ce qu’auraient coté les actions 
du 30/06/2011 si elles avaient été toutes émises en juin 1996. 


Reconstituer l’indice de la juste valeur du portefeuille de Monsieur Smith 
au 30/06/2011. Comment peut-on rétablir le nombre d’actions qu’il pos- 
sède le 30/06/2011 à partir de la dernière ligne du tableau ? 


Le tableau 1.3 présente les évolutions des indices CAC 40-nu (PX1) et 
CAC 40 de rentabilité avec réinvestissement des dividendes nets (PXINR) 
observés à la clôture de la bourse du dernier jour boursier des mois de 
décembre 2010 à mai 2011. Ces deux indices sont ici respectivement notés : 


CAC 40P et CAC 40R. 
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Tableau 1.3 — Évolution du CAC 40 


Date CAC 40P CAC 40R 
31/12/2010 3 804,78 6 364,57 
31/01/2011 4 005,50 6 700,33 
28/02/2011 4 110,35 6 876,89 
31/03/2011 3 989,18 6 674,17 
29/04/2011 4 106,92 6 890,17 
31/05/2011 4 006,94 6 830,84 


1)$ Calculer les cinq indices mensuels consécutifs P 14/k-1 du CAC 40P de 
l’année 2011 qui font passer de la valeur de clôture d’un mois à celle du 
mois qui suit. Préciser si ce sont des facteurs de croissance ou de réduction. 
Calculer de même les indices R14/k-1 du CAC 40R. 
Pourquoi les indices de rentabilité sont-ils nécessairement égaux ou supé- 
rieurs à ceux du CAC 40 nu ? 
2a)* Calculer les indices élémentaires P 14/0 et RlxJo au dernier jour boursier 
de chacun des cinq premiers mois de l’année 2011 (1 = 31/12/2010). En 
déduire l'indice du cours de clôture du CAC 40-nu au dernier jour de 
bourse des 5 premiers mois de l’année 2011 (100 = 31/12/2010). Même 
question en choisissant pour base 1 000. 
b)$ Calculer l'indice CAC 40 nu de mars (100 = 31/12/2010) à partir des 
indices d’un mois sur l’autre en base 100 obtenus à la 1° question. 
Quel problème d’arrondi pose ce calcul ? 
c)$6 Comparer les indices P15/4 et R15/4. Comment s'explique l’écart sub- 
stantiel constaté au mois de mai entre ces deux indices ? 
d)$ En utilisant les équations [1.4] et [1.5] du TD 1, montrer comment 
l'indice R15/0 se déduit numériquement de deux manières différentes de 
l'indice PI: et d’un taux de rendement du CACA40 sur les 5 premiers 
mois de l'année 2011. Pour quelle raison devait-on s'attendre à ce que, sur 
cette période, le taux de rendement du CAC40 rapporté à son cours initial 
soit plus grand que celui rapporté à son cours final ? 


1. Une table de mortalité — /ife table, précise le nombre de survivants, 
noté /, à l’âge x, dans une population initiale composée de {4 nouveau-nés. 


Tableau 1.4 — Extrait des tables TH00-02 et TF00-02 


Âge x Hommes Femmes 
60 85 538 93 329 
80 A7 390 71 088 
81 44 234 68 423 


1 Cet exercice peut être ignoré des candidats à la licence. 
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Le nombre de survivants /, d'âge x forme une suite décroissante. 


Dans les colonnes du tableau 1.4 ci-contre, on trouvera des estimations du 
nombre de survivants dans une population initiale fictive composée de lo = 
100 000 nouveau-nés, extraites des tables de mortalité TH00-02 et TF00-02. 
Ces tables (homologuées par un arrêté du 20/12/2005) servent depuis 2006 
aux assureurs à établir leurs tarifs et provisionner les contrats. 


” e +1 ë . / . 
1)$ Le coefficient ——— est-il un facteur de croissance ou de réduction ? 
X 


2a)$$8 Quel résultat probabiliste justifie d'utiliser le coefficient précédent 
pour estimer une probabilité ? Préciser laquelle. 


b)$ Les actuaires notent ;p,, la probabilité pour qu’un individu d’âge x vive 
encore au moins { années. Estimer puis comparer les probabilités 20p60 
pour un homme et pour une femme obtenues à l’aide du tableau 1.4. 


+1 
Le 


3) Quand f = 1, on note p, = 1px = 


a)$ Comment s'interprète ce rapport ? 


b)$ Estimer la probabilité pso pour qu’un homme de 80 ans soit encore 
vivant à 81 ans en utilisant le tableau 1.4. Même question pour une 
femme. Comparer les deux valeurs. 


c)$ À l’aide des résultats obtenus aux questions 2b et 3b, calculer 21 p60 pour 
un homme. 


4) On appelle nombre de décès dans une population, entre les âges x et x +, 
noté ;d,, la diminution du nombre de survivants /,, entre ces deux âges, autre- 
ment dit, l’opposé de sa variation absolue. 


a)$ Comment s'écrit ;d, en fonction des nombres /, ? 
b)$ Comment s'interprète 1d,, qu'on note aussi plus simplement d, ? 


c)$ En utilisant le tableau 1.4, calculer puis comparer les nombres de décès 
20d6o pour un homme et pour une femme. 


d)$ En utilisant le tableau 1.4, calculer et comparer les nombres de décès dso 
pour un homme et pour une femme. 


2.86 Une compagnie d’assurances utilise une table de mortalité dans 
laquelle : 20/30 — 0,75 5 25P50 — 0,55 5 20P55 — 0,60. 


Quelle est la probabilité pour que deux assurés respectivement âgés de 30 
et 50 ans décèdent entre 55 et 75 ans ? On supposera l'indépendance des 
décès ? 


2 Cet exercice peut être ignoré des candidats à la licence. 
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L 
ESSENTIEL 


À partir du même indice élémentaire, on peut construire deux types de 
taux de variation pour résumer l'évolution relative d'une grandeur simple 
entre deux situations. Le premier est celui que comprend Monsieur Tout- 
Le-Monde, le second est celui que les financiers préfèrent introduire dans 
leurs modèles pour des raisons pratiques et théoriques. 


1© Taux arithmétique 


1.1 © Définitions 


La fraction rapportant la variation absolue d’une grandeur simple et posi- 
tive c entre deux situations x et y (c’est-à-dire c,; — c, ou c, — c;) à l’une 
d’entre elles (c, ou c,) prise pour référence, est un taux de variation — per- 
centage difference — qualifié d’arithmétique, de discret ou de simple, pour le dis- 
tinguer d’un autre dit logarithmique où continu. Tous ces taux résument 
l’évolution de la grandeur entre ces deux situations. 


Au contraire des comptables qui préfèrent nommer croissance ou réduction 
la valeur absolue d’un taux de variation pour tenir compte de son signe, les 
financiers raisonnent aussi bien à l’aide de taux positifs que négatifs. 


1.2 © Taux de croissance 


Si la variation absolue c, —c; est positive, le taux de variation 


Cy — 


c _ , ; 
mate) = — est une fraction positive appelée taux de croissance (ou 


X 
d’accroissement) — relative rate of growth — de la grandeur c, quand on passe 


de la situation de référence x à l’autre y. 


Comme 7,/x(c) = 1,7x(c) — 1, le taux de croissance est égal à l'excédent à 1 
du facteur de croissance I,.(c). 
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Réciproquement, quand le taux de croissance r,/,(c) de la grandeur est fixé, 
son facteur de croissance vaut : Z,/,(c) = 1 + 7Ty/x(c). 
On appelle taux de rémunération post comptée — rate of return ou Return 


On Investment (ROI) - d’un compte dont le solde passe de la valeur initiale 


Aj—A 
—_ Quand il 
A0 


est relatif à un prêt, ce taux est également appelé taux d’intérêt servi pendant 


Ao à la valeur finale A1, le taux de croissance 71/0(A) = 


la période. 
1.3 © Taux de réduction 


Si la variation absolue c, —c; est négative, le taux de variation 
3 £ 
[Cy —cxl Cr —c, , 4 F y 
és no) = 2? = ——T est une fraction positive appelée taux de réduc- 
de ce 

tion de la grandeur c quand on passe de la situation de référence x à l’autre 
y. 

Comme e,/k(c) = 1 — 1,/x(c), le taux de réduction est égal au complément 
à 1 du facteur de réduction I,,,(c). 


Réciproquement, quand le taux de réduction e,/.(c) de la grandeur est fixé, 
son facteur de réduction vaut : 1,/;(c) = 1—e,/;(c). 

Dans le cas d’un compte rémunéré dont le solde passe de la valeur initiale 
lAo — Ail _ Ai — Ao 
A: Ai 
est appelé taux de rémunération précomptée ou payable d'avance ou encore 


Ao à la valeur finale A;, le taux de réduction eo/1 (A) = 


taux d’escompte simple — discount rate — et le coefficient J0/1(A), facteur 
d’escompte. 


1.4 © Taux de rentabilité 


Entre deux clôtures successives n° k — 1 et k de la bourse, la juste valeur 
d’un portefeuille P passe de Ax_1 à Az + dy lorsqu'une rémunération d4 (nette 
de frais) est versée et de Aÿ_1 à A4 sinon (ces notations sont celles adoptées au 
$2:3du TD1): 

L'excédent à 1 de l'indice de rentabilité 7 Ryyk_1(A) base 1 en k— 1, est 
appelé taux de rentabilité arithmétique — arithmetic return — du portefeuille : 


Ax + dx — Ar- 
Tk/k-1 = TRxx-1(A) — | — À l 
k—1 
L'égalité : 
Ak = Akg-1 dk 
se 2.1 
Tk/k—1 Fa + Le. [ ] 
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décompose ce taux en une somme de deux termes : 


a appelé taux de plus ou moins-value — are of Return On 
Capital (ROC) - ; 

= Le , appelé taux de rendement rapporté au coût initial, déjà rencontré 
au TD 1 $ 2.3. 


On notera que les rémunérations nettes d’un portefeuille peuvent être réin- 
vesties de multiples manières et en particulier en rachetant les titres qui en 
ont donné naissance. 


1.5 © Points de base et points de taux 


La locution « pour cent » aide à énoncer les nombres décimaux sans partie 
entière : trois pour cent (noté 3 %), c’est 0,03 et rien d’autre. Mais cette pra- 
tique crée une ambiguïté quand un financier souhaite exprimer la variation 
d’un taux. Dire qu'un taux de rémunération de 3 % a augmenté de 12 % 
peut en effet aussi bien signifier qu’il passe à 15 % (0,03 + 0,12) si l’aug- 
mentation est absolue ou à 3,36 % [0,03 x (1 + 0,12)] si l'augmentation est 
relative. 


Pour préciser que la variation envisagée est absolue, le jargon financier a 
adopté à la fin du siècle dernier, deux expressions : le point de taux — per- 
centage point (pp) — et le point de base — basis point (bp) —, pour remplacer 
respectivement le pour cent (0,01) et le centième de pour cent (0,0001). Dire 
qu'un taux de 3 % (i.e. 0,03) a augmenté de 2 points, signifie qu’il est passé 
à 5 % (3 % + 2 % = 5 %) ; dire qu’un taux de 3 % a diminué de 2 points 
de base (i.e. 0,0002), qu'il est passé à 2,98 % (3 % — 0,02 % = 2,98 %). 


20 Taux logarithmique 


2.1 © Définition 


La fonction logarithme a l’avantage de transformer une croissance expo- 
nentielle en croissance linéaire... plus accessible au raisonnement humain. 
Quand on peut approximer le taux de croissance (ou de réduction) d’une 
grandeur par sa variation logarithmique, on raisonne en effet alors bien plus 
simplement à l’aide d’additions et de soustractions. 


. PT >. . no . Cy ) 
Le logarithme népérien r,/,(c) de l'indice élémentaire 1,/,(c) = — d’une 
Cx 


grandeur simple c (positive et mesurable), qui passe de c; à c, entre deux 
situations x et y, est appelé sa variation logarithmique — logarithmic diffe- 
rence — : ryy:(c) = in L,/,(c). 
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> 2 : C or 
L'équation : r,/x(c) = In _ —Inc,—Inc,; montre que la variation loga- 
X 


rithmique d’une grandeur est égale à la variation absolue de son logarithme 
népérien. 

Réciproquement, quand on connaît la variation logarithmique r,/,(c) de la 
grandeur c, on en déduit son indice élémentaire : 1,/,(c) = e"»(9. 

On notera que l'indice précédent est un facteur de croissance ou de réduc- 
tion selon que le signe de la variation r,/;(c) [le même que celui du taux de 
croissance 7,/x(c) = 1,/x(c) — 1] est positif ou négatif. 


2.2 © Vocabulaire et propriétés 


Propriété I : La variation logarithmique d’une grandeur calculée entre deux 
situations est l’opposé de celle obtenue quand on les permute. 

Quand la grandeur est suivie au cours du temps, sa variation logarithmique, 
appelée taux continu de variation — continuous rate —, résume son évolution 
entre la date initiale et finale. 

On appelle taux de rentabilité continu ou logarithmique — continuous 


return (en abrégé, log return) — servi sur un compte dont le solde passe de A5 
—. —— — Ai 
à A; entre les dates initiale et finale, sa variation logarithmique : r1,0 = {n 2 
0 
On appelle taux d’escompte continu — continuous rate of discount —, 
l'opposé du logarithme népérien du facteur d’escompte : 


On notera que contrairement au taux d’escompte (cf $ 1) pour lequel 
A1 — A0 , Ai— A0 
+ 
A: Ao 
confond avec le taux de rentabilité continu (r1,0). 


€1/0 = = T10, le taux d’escompte continu (—ro1) se 


Propriété 2 : Le taux de rentabilité continu mesuré pendant une période est 
égal à la somme des taux continus des sous périodes qui la composent. 
Pour deux périodes consécutives, on obtient par exemple : r2/0 = r21 + rio 
et, plus généralement, pour j périodes {[k — 1, k]; k = 1,2, ..j} : 
J 


ri/0 = DE 


k=1 
Le taux de rentabilité continu entre les dates 0 et j est ainsi la somme des j 


taux de rentabilité continus partiels. 


Propriété 3 : Le taux de rentabilité continu r1,0 est une approximation, par 
défaut, du taux arithmétique Ti/0 correspondant, d’autant meilleure que ce 
dernier est plus petit (cf exercice 20). 
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2.3 @ Hypothèses probabilistes! 


Tkyx-1(A) et Reyk-1(A) désignent respectivement les variables aléatoires 
(v.a.) taux de rentabilité arithmétique et taux de rentabilité continu de la juste 
valeur À d’un portefeuille P entre les clôtures des séances k—1 et k 
El, j). 

La théorie financière standard retient le plus souvent une année 
boursière composée de 252 (— 12 x 21) jours de bourse — #rading days — et 
suppose que les j taux continus de rentabilité 


Rex td=i Ak 
k/k- =in 
1e Aÿ-1 


= In[1 + Txyk-1(A)}, 


entre deux clôtures successives, sont des va. ZID(u : : ), c’est-à-dire 
252 352 
indépendantes et de même loi. 


Lu 1 eto?, désignent respectivement l'espérance commune et l’écart-type 
252 252 
commun de ces j variables aléatoires. 


La variance o 1 mesure en (%)? par jour, le « risque » associé à la détention 
252 


du portefeuille P : l’évolution de sa valeur A est en effet d’autant moins 
imprévisible que cette variance est petite. D’ailleurs, sil était nul, tous les taux 


de rentabilité continus journaliers seraient certains, égaux à 4 1. 
252 


Dans ces conditions, les deux paramètres associés à la loi du taux de renta- 
bilité continu pour une détention annuelle du portefeuille P sont respective- 


ment égaux à : w=p 1 X252 eto—=o x 252. On notera qu’en les 
252 252 


énonçant sur une base annuelle, y: est normalisé en % par an et la variance 0? 
en (%)2 par an ! 
En tenant compte des « hypothèses standards » retenues et de l’équation : 
A _< 
Akg-1 


rance et l’écart-type du taux de Tr continu du portefeuille P après j 


J 
—= =y Ryx-1(A) ; l’espé- 


A; 
Rjyo(A) = In[1 + T;yo(A)] = In à = In RE 


séances boursières, valent respectivement : j x y 1 et o 1 V/j. Après une 
252 252 


durée 1 = 5 (en années), l'espérance mathématique du taux de rentabilité 


continu du portefeuille rapporté à son écart-type vaut : Æ x 4/r. Si le para- 
mètre y est positif, l'espérance de la rentabilité par unité F1 risque est donc 
d’autant plus élevée que la durée r de détention du portefeuille P est grande. 


l Ce paragraphe peut être ignoré des candidats à la licence. 
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Partant d’une valeur initiale Aç connue, imaginons qu’on souhaite modéli- 
ser la valeur future A(r) — A; du portefeuille P après une détention de j jours 
boursiers, soit après une durée r (en années). 


L'hypothèse selon laquelle les taux de croissance continus successifs sont en 
nombre suffisant pour que le théorème de la limite centrale s'applique, conduit 


À; ; 
alors à : R;/o(A) = In Fr = In + To) = N'y to?) où t désigne la durée 
0 


du placement (en années) et W la v.a. normale dont les paramètres sont indi- 


qués entre parenthèses. On dit alors que la va. A(f) + A suit la loi log-nor- 


male de paramètres f x j1 et f X o2. 


L'espérance, la médiane et la variance de la valeur A(r) du portefeuille P 
après une détention de durée r s'obtiennent respectivement à l’aide des équa- 
tions suivantes : 


— E[A(D] = 4o x eut 5) [2.2] 
— MAA(] = Ao x e/*! 
= [AG] = (A0) e HT (671 — 1) [2.4] 


3 © Pouvoir d'achat 


3.1 © Taux d'inflation 


On appelle pouvoir d’achat d’une somme libellée dans une devise donnée 
— purchasing power of money, la quantité q d’un produit ou d’un service pris 
pour référence qu’on peut acquérir à l’aide de celle-ci. 

Le pouvoir d’achat d’une somme fixée diminue généralement dans le temps 
plus ou moins vite parce que les prix de la plupart des produits et services 
augmentent et on dit qu'il y a inflation — znflation —. Cette perte de pouvoir 
d’achat affecte les liquidités détenues par sous les agents économiques. 


L'Indice des Prix à la Consommation (IPC) — Consumer Price Index 
(CPI) -, noté I PC, à la date f, suit l’évolution du prix p (en euros) du célèbre 
« panier de la ménagère-type », à composition constante. Cet ensemble de pro- 
duits et services de référence est retenu par l'INSEE pour mesurer l'inflation 
en France. 


On désigne par taux d’inflation — inflation rate — entre deux dates, le taux 
de réduction du pouvoir d'achat d’une même somme d’argent pour acquérir 
le panier de référence de la ménagère-type. Parfois, pendant de courtes 
périodes, une diminution générale et durable des prix augmente le pouvoir 
d’achat de l’unité monétaire. Dans ce cas, on dit qu'il y a déflation — 4efla- 
tion — où « inflation négative ». 
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3.2 @ Évolution du pouvoir d'achat 


Le facteur de réduction du pouvoir d’achat d’un euro pour acheter une 
quantité g d’un produit de référence entre les dates initiale 0 et finale 1 est 
égal à l'inverse du facteur de croissance de son prix. Quand il s’agit du panier 
de référence précédent, on à: 


q1 1 IPCo 
Li70(q) = — — = : 
go Liyo(p) IPC: 


Le taux de réduction du pouvoir d’achat d'un euro [e1/0(g)] et le taux de crois- 
sance des prix à la consommation [71/0(1PC)] sont liés par les équations : 


T1/0(PC) 


e1/0(q) 
1 + 71/0 (PC) 


HO 1 — e1,0(q) 


et e1/0(q) = [2.5] 


On notera qu'en pratique, l'approximation (par défaut) du taux de réduction 
e170(g) du pouvoir d'achat par la formule : 


e10(q) © T170(PC) [2.6] 
ne change pas sa première décimale quand 71/o(1PC) < 3 %. 


3.3 © Comptes en euros constants 


LPC est souvent retenu pour corriger les flux financiers nominaux (.e. 
énoncés en euros courants) de l'inflation de façon à pouvoir comparer les 
sommes encaissées ou payées à des dates différentes. Les valeurs monétaires 
obtenues en utilisant l’ZPC de manière transitive comme facteur d’escompte 
rationnel conduisent à établir des comptes en ewros constants, c’est-à-dire en 
euros comparables dans le temps. 

Pour exprimer une valeur nominale en euros constants, on la divise par l’in- 
dice des prix (base 1 à cette date de base) et on dit que l’indice des prix est le 
déflateur implicite — implicit deflator — des flux financiers (dépenses et 
recettes). 

La valeur en euros constants d’un flux de trésorerie futur C F4, à recevoir ou 

CF, 
IPC: /IPCy 

Ainsi, lorsque l’ZPC et l?CC (Indice du Coût de la Construction souvent 

utilisé pour indexer les baux commerciaux de location en France) ont des évo- 


à payer à la date ; mesurée en années, s'écrit : CF = 


lutions voisines, la valeur en euros constants des loyers futurs est approxima- 
tivement égale au loyer initial convenu dans le bail. 
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40 Taux moyens 


41 © Facteur de croissance moyen 


Une chronique est dite périodique quand la durée qui sépare deux observa- 
tions successives est constante. En finance, les sous-multiples de l’année civile 
qui rythment l’activité humaine (mois, semaines, jours, etc.) sont générale- 
ment tous considérés comme étant d’une même durée mesurée en années 
(1 + 12, 1 + 52, 1 + 365, etc.). 


Le choix de l’indice mathématique k& = 0, 1, …, j pour repérer le solde 44 


du compte d’un investisseur, au cours du temps, permet alors de mesurer la 
durée (en nombre de périodes) qui sépare la première observation (numéro- 
tée 0) de La jème, 

En désignant respectivement par : 7yk-1(A) = Ixyk-1(A) — 1 et par 
Tjo(A) = 1j/o(A) — 1 le taux de croissance de ce solde pendant la sous 
période [k — 1, k] et pendant toute la période [0, j], l'équation [1.1] du TD 
1, s'écrit aussi : 


Î 
1+ 7004) = [ [OI + re (AI. 
k=1 


On appelle facteur de croissance moyen pendant la période globale, le mul- 
tiplicateur, noté f, qui reconstitue le facteur de croissance global quand on 
l’applique à chacune des sous périodes. 


Ce nombre f vérifie donc l'équation : 
j . 
1;/0(A) = IL / = f} 
k=1 
J 


| 
A.71È 
soit : Je EL = HO] [2.7] 
k 


1 


Le facteur de croissance moyen f est donc la moyenne géométrique des fac- 
teurs de croissance /4/k-1(A) pendant chacune des j sous périodes qui com- 


posent la période globale. 


4.2 © Taux de croissance moyen 


On appelle taux moyen de rentabilité — geometric rate of return — noté T, 
l'excédent à 1 du facteur de croissance moyen f : 


j j 
T=f-1l= fu 2 a] — 1 [2.8] 


k=1 
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Pour obtenir le taux moyen de rentabilité, il faut donc nécessairement 
d'abord calculer le facteur de croissance moyen f ; ce qui conduit à cette for- 
mule [2.8] bien compliquée. 

Le taux de rentabilité global pendant la période [0, j] s'obtient à partir du 
taux moyen par l'équation : 

Tjo(A) = (+7) — 1 [2.9] 

Dans le cas d’une base de données financière telle que Darastream, men- 
tionnée au TD 1 $ 1.3, la relation [1.2] conduit à : 


Cr = Ce X Rlpsnr = C1 X (ll + Tyx-1) 
puis par récurrence à : 
C; = Co X (1 + 71,0) X (LE y) X ... X (+ 7T;-1) 
Le taux de rentabilité arithmétique journalier moyen 7 défini par : 


ë: 
(+7) = (À +710) X (À + Ty) X ... X (l + T/j-1) = — 
0 


hrs 
Au Cj |j 
s'écrit donc:7=||" —1. 
Co 
Lorsqu'on retient une année normalisée de 252 jours boursiers (12 mois de 


21 jours), le taux de rentabilité annuel moyen vaut : (1 + 7227) — 1. 


On appelle taux annuel moyen de performance d’un investissement pen- 
dant une période donnée ou plus simplement performance (tout court) 
— Time-Weighted Rate of Return (TWRR) -, le taux de croissance annuel 
moyen associé à son indice de performance. 


La moyenne arithmétique des taux de rentabilité continus relatifs aux sous 


périodes qui composent la période totale, i.e. rx/k-1(A) = In à Ê , Vaut : 
| k-1 
LE 1 
r = 5 D rure-1(4) = 5 "10 (A) [2.10] 
k=1 


Quand on raisonne à l’aide de taux continus, la formule [2.10] devient par- 
ticulièrement simple comparée à la formule [2.8]. 

Réciproquement, quand on connaît le taux de rentabilité continu moyen r, 
on en déduit le taux de rentabilité continu pendant toute la période de la 
manière suivante : 


V 


r;yo(À) = j XF [2.11] 


© TD 1 Prérequis 
© TD 3 Indices boursiers 
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Ù sn 


Multiplier par 5 une grandeur, c’est laugmenter de : 


© a) 5 points O b) 400% Oc) 500% © d) 600 % 


Diviser par 5 une grandeur, c’est la diminuer de : 
© a) 5 points Ob) 50% Oc80%  Od)500% 

Le prix d’une matière première a d’abord augmenté de 40 % puis dimi- 
nué de 25 %. Au total, son prix a donc augmenté de : 
O a) 5 % Ob)15% Oc)65%  Od)75% 

Les dépenses de personnel d’une société représentaient 40 % du chiffre 


d’affaires l’année dernière et 35 % cette année. Quel a été le taux de variation 
de ces dépenses si le chiffre d’affaires de cette société a augmenté de 20 % ? 


Oa)-10% Ob-5% Od5% O d) 10% 

En avril 2012, le taux normal de la TVA en France était égal à 19,6 %. Un 
MP3 vendu 10 € au consommateur final rapportait donc à l’État environ : 
Oa)0,52€ Ob)0,55€ Oc1,64€ O d)1,9 € 

Le 1% décembre 1987, la TVA sur les disques en France est passé de 
33,3 % à 18,6 %. La part du prix de vente revenant à l’État est donc passée à : 
Oa)250% Ob)186% Oc)15,7% © d) 12,0 % 


Le prix d’un Big Mac à Paris est passé de 3 € à 3,90 € entre juillet 2004 
et juillet 2008. Pendant cette période : 


1) le taux de croissance continu de son prix est donc égal à : 
Oa)23,1% Ob)260% Oc)30,0% © d) 36,0 % 
2) le taux de croissance arithmétique de son prix est donc égal à : 
Oa)23,1% Ob)260% Oc)30,0% © d) 36,0 % 
3) le pouvoir d’achat de l’euro pour acheter des Big Mac à Paris a diminué de : 
Oa)23,1% Ob)260% Oc)30,0% © d) 36,0 % 

Quel taux de réduction consent un négociant en vins s’il offre à ses clients 
une 6° bouteille gratuite ? 
Oa)-20% Ob)-17% O c) 17 % © d) 20% 

Il y a 5 ans, Monsieur Martin a investi 5 000 € dans un FCP dont les 
droits d’entrée sont de 6 % et les frais annuels de gestion payés terme échu 
de 0,8 %. Sachant que l’équipe de gestion a annoncé une performance 


annuelle de 10 % chaque année avant perception des frais de gestion, le taux 
de rentabilité de l'investissement s'élève à : 


Oa)17,1% O b)4596% Oc) 570% © d) 64,6 % 


30 TD Mathématiques financières et actuarielles 


Un FCP composé de 20 millions de parts détenait un portefeuille de 
titres d’une valeur de 500 millions d’euros il y a un an. Les frais de gestion 
annuels sont de 1 %. Quelle est la valeur liquidative unitaire des parts si la 
performance annuelle du fonds annoncée aujourd’hui par l’équipe de gestion 
s'est élevée à 10 % avant prélèvement des frais de gestion ? 


O à) 27,50€ O b) 27,25 € O c) 27,23€ O© d) 25,00 € 


Il y a un an, Mademoiselle Durand a acheté 2 000 parts d’un FCP dont 
la valeur liquidative unitaire était de 10 €. Le fonds a annoncé une perfor- 
mance de 10 % pendant l’année avant prélèvement des frais de gestion. 
Sachant que ces frais annuels encaissés aujourd’hui s'élèvent à 1,1 % et les 
droits d’entrée à 5 %, le taux de rentabilité de l'investissement de 
Mademoiselle Durand est de : 


Oa)3,36% Ob)346% Oc)4,45% © d)4,54% 

Le 1/01/2012, vous avez investi une somme S en achetant des parts d’un 
FCP Le 31/03/2012, le relevé trimestriel de votre compte indiquait un solde 
créditeur de 5 000 € ; vous avez retiré 3 000 € en date valeur du 1/04/2012. 
Le 31/12/2012, votre solde créditeur est de 1 000 €. Sachant que la perfor- 
mance annuelle annoncée par le gérant de lOPCVM est de 25 %, S est égal 
de 
© à) 2 000 € © b) 3 000 € © c) 4000 € © d) 5 000 € 

Le Refi est : 

O a) un OPCVM choisi pour référence 

© b) le taux de base bancaire 

© oc) le nom donné à l’Euribor-1 an 

© d) le taux des opérations de refinancement des banques choisi par la BCE 

Le 1% février 2012, le spread France/Allemagne des emprunts à 10 ans 
était de 126 points de base. Sachant que taux d’intérêt servi par l'emprunt 
allemand à 10 ans à cette date valait 1,82 %, celui servi par l'emprunt fran- 
çais de même maturité était égal à : 

O3a)1,26% Ob)182% Oc)1,94% © d) 3,08 % 

Si le taux de rentabilité d’un investissement s’est élevé à 8 % l’année der- 
nière et le taux d'inflation à 3 %, le taux réel de rentabilité est égal à : 
O2a5,00% Ob)485% Oc)2,86% O d) 2,78 % 

Au pays d’Utopie, le taux d'inflation est constant égal à 4,8 % par an. Si 
le salaire nominal de Monsieur Martin augmente de 8 % par an : 

1) il doublera dans : 
© a) 9 ans O b)10ans Oc)22ans © d) 23 ans 
2) son pouvoir d’achat doublera dans : 


© a) 9 ans O b)10ans Oc)22ans © d) 23 ans 
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Le tableau 2.1 présente la structure du portefeuille boursier constitué le 
31 décembre par Monsieur Martin ainsi que les cours des actions à cette date 
et le 31 mars suivant. Un dividende égal à 1 € par action a été versé aux 
détenteurs d’actions ABC en date valeur du 31/03. 


Tableau 2.1 — Portefeuille de Monsieur Martin 


Actions Quantités Cours au 31/12 Cours au 31/03 
XYZ 10 10,00 € 13,00 € 


ABC 32 12,50 € 16,00 € 


1) Pendant le premier trimestre, le taux de plus-value de l’action XYZ est égal 
à : 

Oa)6,25% Ob)8,00% O© c) 30,00 % © d) 36,00 % 

2) Le taux de rentabilité de l’action XYZ est égal à : 

Oa)6,25% Ob)8,00% O© c) 30,00 % © d) 36,00 % 

3) Le taux de rendement de l’action ABC rapporté au cours initial est égal à : 
Oa)6,25% Ob)8,00% O© c) 30,00 % © d) 36,00 % 

4) Le taux de rendement de l’action ABC rapporté au cours final est égal à : 
Oa)6,25% Ob)8,00% O© c) 30,00 % © d) 36,00 % 

5) Le taux de rentabilité de l’action ABC est égal à : 

Oa)6,25% Ob)8,00% O© c) 30,00 % © d) 36,00 % 

6) Le taux de rentabilité du portefeuille est égal à : 

© a) 284% © b) 32,00 % © c) 34,80 % © d) 36,00 % 


KR 
ÉFLEXION 


* Pourquoi n’obtient-on pas l'opposé d’une variation relative mesurée 
entre deux situations en permutant ces deux dernières ? 


$® Pourquoi doit-on se méfier du mot performance souvent utilisé dans 
les prospectus publicitaires édités par les financiers ? 


$$ Dans quelles conditions un taux continu de variation est-il une 
approximation raisonnable du taux discret correspondant ? 


#6 Pourquoi les financiers et les économistes préfèrent-ils raisonner à 
l’aide de variations logarithmiques ? 
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$ Dans L'Avare (Acte II scène 1) La Flèche (le valet de Cléante) parle 
d’un prêt « au denier dix-huit ». Comment devrait-il s'exprimer pour espérer 
se faire comprendre des spectateurs d’aujourd’hui ? 


$ L'article suivant est paru en janvier 1977 à la une du journal Le Canard 
enchaîné sous le titre « Et les 0,4 % ? » : 


« Depuis le 1% janvier, on nous l’a dit, la TVA sur un tiers des produits est 
ramenée de 20 à 17,6 % — soit une baisse de 2,4 %. Une baisse qui, avait 
annoncé Barre, devait être répercutée intégralement au stade du consomma- 
teur. Or tout le monde l’a constaté, la ristourne dans les magasins est au maxi- 
mum de 2 %. Manque 0,4 %. 


0,4 % ce n'est peut-être pas grand chose mais ça représente quand même la 
bagatelle de 1,4 milliard de francs pour 1977. En fait, il s'agirait d’une bonne 
manière électorale que le gouvernement a voulu faire aux commerçants, mais 
en les suppliant surtout de n’en rien dire à personne. Alors chut ! N’en disons 
rien. » 


Pourquoi cet hebdomadaire satirique a-t-il dû faire amende honorable dans 
l'édition qui a suivi ? 

* Pour quelle raison les financiers utilisent-ils depuis la fin du XX° siècle 
des points de taux et des points de base, pour énoncer des variations ? 


$6 Dans quels cas vaut-il mieux renoncer à énoncer un taux de variation 
sous la forme d’un pourcentage ? 


$66 Quelles considérations probabilistes justifient l’utilisation de la loi 
log-normale pour modéliser la distribution du cours d’une action ? 


# Peut-on confondre inflation et augmentation du coût de la vie — cost 


of living (COLI) — ? 


1)$ Le tableau 2.2 présente le taux de couverture minimal nécessaire 
pour qu’un ordre soit exécuté avec SRD. 


Tableau 2.2 — Taux de couverture d’un ordre avec SRD 


SRD - Type de couverture Taux de couverture 
Espèces, BTF OPCVM monétaires 20 % 
Obligations, OPCVM obligataires 25 % 

Actions européennes et OPCVM référencés 40 % 
Autres (actions étrangères, OPCVM non référencés) 100 % 


On appelle levier — leverage — le facteur de croissance qui fait passer du mon- 
tant déposé sur le compte de marge à la valeur de l’ordre à exécuter. Calculer 
selon le type de couverture le levier maximum dont dispose un investisseur 


s'il utilise le SRD. 
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2) Un investisseur souhaite acheter 100 actions de la société ABC au prix de 
10 € en utilisant le SRD. 


a)$$ Combien doit-il régler (hors frais du SRD) et quand ? 


b)$ Préciser le dépôt minimum dont il doit disposer sur son compte de 
marge pour réaliser cette opération selon le type de couverture utilisé. 


c)$ Monsieur Durand dispose de 5 000 € en espèces et souhaite acquérir 
des actions de la société ABC qui cotent à 10 €. 


Comparer le nombre d’actions maximum qu’il peut acheter s'il passe un 
ordre au comptant ou au SRD. Comparer son résultat sil dénoue sa posi- 
tion au prix de 11 € dans ces deux cas. Même question s’il dénoue sa posi- 
tion au prix de 9 €. 


3) Le SRD est-il disponible dans le cadre d’un plan d’épargne en actions 
(PEA) ? Quelles sont les possibilités offertes lors de la liquidation men- 
suelle à un investisseur qui a passé un ordre au SRD ? 


Era 
NTRAÎNEMENT 


À compter du ler décembre 1987, le coefficient qui faisait passer du 
prix d’un disque hors taxes au prix TVA incluse a été ramené de 1,333 à 
1,186 (cf. question 7 du TD 1). 


1) Quel taux de la TVA sappliquait à la vente de disques avant et après 
cette baisse ? Quel était-il en avril 2012 ? 


2)$ Une étude à montré que le coefficient utilisé par l’ensemble des dis- 
quaires pour passer de l’ancien affichage du prix de vente au nouveau s’est 
établi à 0,92. De quel pourcentage les disquaires ont-ils réduit les prix affi- 
chés à partir du 1% décembre 1987 ? Quelle aurait dû être cette baisse si la 
diminution de la TVA avait été parfaitement répercutée au bénéfice des 
consommateurs ? 


# Le 29 avril 2009, Christine Lagarde (ministre des Finances) et Hervé 
Novelli (secrétaire d’État chargé du Commerce) ont réuni à Bercy les États 
généraux de la restauration et ont signé avec les organisations profession- 
nelles un « Contrat d’avenir ». 

Le premier engagement liant la profession et l’État pendant trois ans prévoit 
une diminution des prix de certains produits en contrepartie d’une baisse de 


la TVA qui passe de 19,6 % à 5,5 % à partir du 1% juillet 2009. 


En exigeant une baisse du prix de ces produits de 11,8 %, peut-on dire que 
« les restaurateurs mettent la main à la poche » ? 
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$ Le tableau 2.3 présente l’évolution de la valeur liquidative d’un fonds 
géré par un OPCVM entre le 1° janvier 2010 et le 1% janvier 2013 ainsi que 
les seuls flux de trésorerie (dividendes et coupons) annuels encaissés en date 
valeur du 1‘ juillet des années 2010, 2011 et 2012. 


Tableau 2.3 - Évolution de la valeur liquidative 


| Années [| 2010 |] 2011 [| 2012 | 2018 | 
VL au 01/01 180 000 261 000 273 000 | 309 000 
VL au 30/06 212 000 230 000 295 000 
Flux de trésorerie au 01/07 | +25 000 +18 000 +16 000 


Quelle est la performance annuelle moyenne (T WRR) réalisée par l’équipe 
de gestion pendant la période des trois ans ? 


En France, le taux de la TVA normale est égal à 19,6 % en avril 2012. 
Un taux réduit, égal à 5,5 %, s'applique à la vente de livres et un taux « super 
réduit » de la TVA, égal à 2,1 %, aux médicaments remboursés par la sécu- 
rité sociale. 


1)$ Calculer les variations logarithmiques qui font passer du prix hors taxes 
au prix TVA incluse selon qu’on utilise les taux de la TVA normale, réduite 
ou super réduite. Comparer ces variations logarithmiques aux différents 
taux de la TVA. Qu'en conclure ? 


2)$ Comment passe-t-on d’un prix hors taxes à un prix TVA incluse au taux 
de 19,6 % et réciproquement d’un prix TVA incluse à un prix hors taxes 
en utilisant le taux continu correspondant à environ 17,9 % ? 


En avril 2001, le prix du Big Mac valait 2,82 € à Paris et 2,37 € à 
Madrid. 


1)$ Calculer le taux de variation du prix du Big Mac pour un consommateur 
qui se rend de Paris à Madrid à cette date. Même question s’il se rend de 
Madrid à Paris. Ces deux taux sont-ils opposés ? 


2)$ Calculer la variation logarithmique du prix du Big Mac pour un consom- 
mateur qui se rend de Paris à Madrid à cette date. Même question s'il se 
rend de Madrid à Paris. Ces deux taux sont-ils opposés ? Pouvait-on pré- 
voir ce résultat ? Comparer ces deux variations aux taux calculés à la ques- 
tion 1. 


L'indice boursier FTOI est une moyenne géométrique simple des indices 
élémentaires 1" (h = 1,...,30) des cours de 30 entreprises britanniques. 


1) Écrire la formule analytique de cet indice à la date 1 (base 1 = date 0). 


2)$ Comment le taux de croissance continu de cet indice se déduit-il des taux 
de croissance continus r/ (h = 1,...,30) des indices élémentaires ? 
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L'OAT 4 % 2003-2013 cotait 107,44 %-107,48 % le 12/09/2005 à 
15 h 03. 
1)$ Quel est l’écart de cotation en points de base ? 
2)$ Quels étaient respectivement les prix d’achat et de vente de cette OAT 
proposés par l'intermédiaire ? 


Les tableaux 2.4 et 2.5 présentent l’évolution des indices nus et de ceux 
de rentabilité (obtenus à l’aide de Datastream), des actions de 3 sociétés cotées 


en bourse et du CAC 40. 
Tableau 2.4 — Indices nus 
Dates j Unibail Michelin L'Oréal CAC 40 
30/06/2005 1 106,10 50,35 59,35 4 229,4 
30/06/2010 | 2 134,75 57,73 80,97 3 442,9 
Tableau 2.5 — Indices de rentabilité 
Dates j Unibail Michelin L'Oréal CAC 40 
30/06/2005 1 21 125,89 668,98 11 671,54 G 987,7 
30/06/2010 | 2 34 181,63 856,26 17 470,07 6 748,2 


1)$ Calculer les taux de rentabilité des 3 actions et ceux de plus ou moins- 
value pendant la période étudiée. 


En déduire le taux de rendement rapporté au cours initial, puis au cours 
final, de chacune des trois actions. 
2)$ Comparer les taux annuels moyens de rentabilité à celui d’un tracker du 


CAC 40 de rentabilité. 


Le 1° juillet 2007, le gestionnaire d’un OPCVM a acheté 1 000 actions 
XYZ au prix de 135 €. Le tableau 2.6 présente l’évolution du dividende par 
action (DPA) — dividend per share (DPS) — versé le 30 juin des années 2008 
à 2012 ainsi que celui de l’indice des prix à la consommation (IPC) du 
30 juin 2007 au 30 juin 2012. Le gestionnaire de lOPCVM a décidé de 
vendre ses 1 000 actions XYZ le 1° juillet 2012 au prix de 151 €. 


Tableau 2.6 - Évolution du dividende par action et de lPIPC 
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j Date Dividende par action (en €) IPCj 
O | 30 juin 2007 121,4 
1 30 juin 2008 7,9 125,6 
2 | 30 juin 2009 8,4 131,8 
3 | 30 juin 2010 8,8 138,7 
4 | 30 juin 2011 9,4 145,3 
5 | 30 juin 2012 10,1 155,2 


36 TD Mathématiques financières et actuarielles 


1)$ Calculer le résultat comptable de cet investissement en euros courants. 
2)$ Calculer ce résultat en euros constants datés du 30/7/2007. 


On désigne ici respectivement (cf. question 39 du TD 1) par : 
— let l41 le nombre de survivants aux âges entiers successifs x et x +1 ; 
xx Fa ns Le de : : 
— Pr = TE la probabilité objective pour qu'un individu d’âge x soit encore 
X 
vivant à l’âge x + 1 estimée à l’aide d’une table de survie ; 
- d; =l;—1,}1,le nombre des décès entre les âges x et x +1. 
1)$ On appelle probabilité objective de décès entre les âges x et x + 1 des 
_ dx 
survivants d'âge x dans une population le nombre : g; = Fa 
TS. BA x 
Comment cette probabilité se déduit-elle de px ? 
2)$ En utilisant uniquement les nombres de survivants /, à l’âge x, estimer : 
a) dn ; b) 4q4 ; ©) la probabilité pour qu'un assuré âgé de 25 ans survive 
40 ans mais n'atteigne pas 75 ans. 


3)$ À l’aide du tableau 1.4 du TD 1 (extrait des tables THO00-02 et TF00- 
02), calculer les probabilités gso de décès qui affectent les hommes et les 
femmes dans leur quatre-vingtième année. 


Tableau 2.7 — Extrait d’une table de mortalité 


x {> d, 
95 160 

96 40 
97 60 

98 

99 


4)$ Sachant que go = 2 +3 et pos = 1 + 4, compléter la table de mortalité 
(cf. tableau 2.7) dans laquelle il n’y a plus de survivants à l’âge de 100 ans 
(c’est-à-dire l100 = 0). 


1. L'action XYZ cote co = 10 € aujourd’hui. Un analyste a estimé l’espé- 
rance mathématique et la variance de la va. C20, cours de l’action dans 
20 ans : E(C20) = 40 € et V(C20) = 36 €?. Ce dernier suppose que les taux 
de croissance arithmétiques annuels 74/x_1(c) du cours de cette action sont 
des va. ID. 
1)$ Quelle est l'espérance E[T4/4-1(c)] = 7 commune des taux de croissance 

arithmétiques annuels du cours de l’action ? 


1 Cet exercice peut être ignoré des candidats à la licence. 
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2)$6 Quel est l’écart-type commun s des taux de croissance arithmétiques 
annuels du cours de l’action ? 


1. On suppose que le taux de croissance continu annuel R1/0(c) du cours 
de l'actif XYZ suit la loi normale de paramètres y et 0° : 


Riyo(e) = In Liyo(e) = In[1 + Tiyo(e)] — Nu: o?). 
1)$ Sachant que l’espérance et la variance du taux de croissance arithmétique 
annuel Tio(c) du cours de l'actif XYZ valent respectivement 6 % par an et 


(3 %)? par an, calculer les paramètres y1 et a°. 


2) Une compagnie d’assurance a une dette de 15 millions d'euros dans un an 
qu'elle veut couvrir en investissant une somme de 14 millions d’euros dont 
elle dispose. La société envisage soit de placer cette somme de manière plus 
ou moins risquée en construisant un portefeuille composé de bons du 
‘Trésor qui lui rapporteront 4 % dans un an et/ou dans l'actif risquée XYZ. 

Calculer au pour cent près, la probabilité pour que la compagnie d’assurances 

soit en mesure de payer sa dette dans un an si elle construit au début de l’an- 

née : 
a) un portefeuille composé exclusivement de bons du Trésor. 


b)$$ un portefeuille composé pour 75 % de l’actif XYZ et pour 25 % de 
bons du Trésor. 


c)$ Calculer la volatilité du taux de rémunération des deux portefeuilles 
précédents. 


2. On suppose que les taux de croissance journaliers continus du CAC 40 : 
Ryk-1(c) = In{lxyk_-1(c)] suivent indépendamment la même loi normale de 
paramètres u 1 — 0,0015 % par jour et o?, = (1 %)? par jour. 

752 252 
1)$ Si le CAC 40 vaut aujourd’hui 3000, quelle est son espérance et sa 


médiane dans un mois (i.e. dans 21 jours de bourse) ? 


2)$6 Calculer au pour cent près les probabilités pour que le CAC 40 soit dans 
un mois : 


a)$ inférieur à 3 000 

b)$$ plus élevée que son espérance 
c)* plus élevée que sa médiane 
d)$$ compris entre 3 000 et 3 100 


On trouvera une table de la fonction intégrale de la loi normale en annexe 1. 


1 Cet exercice peut être ignoré des candidats à la licence. 


? Ibid. 


L'- 


Un indice boursier est un nombre sans dimension destiné à résumer l'évo- 
lution d'ensemble des cours d'un échantillon de titres soumis à la loi de 
l'offre et de la demande. Pour des raisons pratiques, la quasi-totalité des 
indices boursiers sont construits en calculant l'indice élémentaire de la 
juste valeur d'un portefeuille comprenant des titres choisis selon tel ou tel 
critère. Les problèmes de comparaison engendrés par les opérations sur 
titres et les distributions de dividendes sont résolus par une correction des 
cours observés ; ceux liés à la révision de l'échantillon sont réglés par un 
chaînage d'indices. 


NTIEL 


10 Généralités 


L'ensemble des cours de plusieurs instruments financiers observés en 
bourse, à un instant donné, est une grandeur #ultidimensionnelle. 


Pour un statisticien, un indice synthétique boursier — composite stock mar- 
ket index number — est un résumé de tendance centrale des indices élémen- 
taires des derniers cours boursiers connus d’un échantillon de titres financiers 
sélectionnés par un « homme de l’art ». 


Un indice boursier peut être construit en tenant compte ou non de la dis- 
tribution des rémunérations. Dans le 1% cas, un financier parle d’indice de 
rentabilité et dans le second d’indice nu (ou de plus ou moins-value). 


Un indice boursier d’un échantillon restreint est d'autant moins représen- 
tatif de l’évolution d’un ensemble plus vaste que la distribution statistique des 
indices élémentaires (base 1 à une date de référence) des cours est plus dis- 
persée. Le CAC 40 fournit ainsi une mesure statistique d’autant plus fiable 
de l’évolution d'ensemble des marchés réglementés d’Euronext Paris que les 
indices élémentaires des cours des entreprises de l’Eurolist Paris (au nombre 
de 700 environ, en avril 2012), sont moins dispersés. 
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20 Indice de la valeur 


La juste valeur d’un portefeuille étant une grandeur wnidimensionnelle, son 
indice est élémentaire et possède les propriétés des fractions ; celle de transiti- 
vité est ici essentielle (cf. $ 2.3). 


2.1 © Gestion passive, gestion active 


La structure d’un portefeuille est modifiée non seulement par son proprié- 
taire qui achète et vend mais également sous l’effet des opérations sur titres 
(OST) décidées par les actionnaires. Il en est ainsi par exemple des fraction- 
nements — stock split — et des remembrements d’actions — reverse stock split 
— qui augmentent ou diminuent le nombre de titres en circulation. 

La gestion d’un portefeuille sera qualifiée d’active — active stock investing — 
quand son propriétaire est en permanence à l'affût d'opportunités et achète 
et vend en conséquence dans l'espoir de bénéficier de plus-values à court 
terme. Par opposition, on dira que la gestion d’un portefeuille est passive 
— passive stock investing — quand son propriétaire espère bénéficier de plus- 
values à long terme en n’intervenant qu’exceptionnellement. 


2.2 © Fondsindiciel 


On appelle fonds indiciel coté — Æxchange-Traded Fund (ETF) ou 
tracker —, un OPCVM (SICAV ou FCP) coté en bourse, géré de manière à ce 
que la valeur de l’action ou de la part demeure proportionnelle (autant que 
faire se peut) à celle d’un indice boursier qu'il cherche à répliquer. 

En pratique, un OPCVM peut d’autant mieux répliquer un indice que les 
valeurs sélectionnées sont plus liquides. 

À la création d’un fonds indiciel, son émetteur choisit habituellement de 
fixer le nombre de parts (FCP) ou d’actions (SICAV) pour qu’il soit facile de 
suivre leurs cours en observant l'indice. Il y parvient en retenant ce nombre 
de façon à ce que le premier cours soit égal à une fraction simple de l’indice 
à répliquer (le plus souvent 1 + 10 ou 1 + 100), appelé fraction du sous- 
jacent — fraction to the underlying —. Les cours s’en écartent ensuite plus ou 
moins du fait des révisions périodiques successives nécessaires, mais approxi- 
matives, de la composition du fonds. 

La gestion d’un portefeuille indiciel est automatique et passive. Le Total des 
Frais sur Encours (TFE) — Zoral Expense Ratio (TER) -, est un coefficient 
qui permet aux investisseurs de comparer les frais de gestion des différents 
OPCVM. Acheter des parts de Lyxor ETF CAC 40 par exemple, dont le 
sous-jacent est le CAC 40 avec réinvestissement des dividendes, revient à 
confier au superviseur — supervisor — du CAC 40 le choix des titres de son 
portefeuille. Ce fonds distribue annuellement des dividendes après avoir pré- 
levé 0,25 % du montant investi pour frais de gestion, taux à comparer à celui 
d’une gestion plus ou moins active souvent bien plus élevé (généralement égal 
à environ 1 %, hors frais divers). La fraction du sous-jacent a été fixée à l’ori- 
gine à 1 + 100. 
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2.3 © Transitivité 


L'indice élémentaire de la juste valeur d’un portefeuille possède la propriété 
fondamentale de transitivité qui s'écrit : 22,0 = Lio X Dy1 quand on consi- 
dère deux périodes successives notées [0, 1] et [1, 2]. 

=1 

Cette propriété se généralise de la façon suivante : 1;_170 = [Lx 

k=1 


expression dans laquelle Z4/1-_1 désigne l'indice élémentaire de la valeur du por- 
tefeuille entre deux clôtures journalières successives k — 1 et k de la bourse 
(cf TD1 $ 2.2) ; j — 1 repère la clôture de la séance précédente. 

L;_170 est appelé indice chaîne — chain-linked index — et les indices élémen- 
taires de la forme 14/x_1, maillons de la chaîne. Ces derniers comparent la 
juste valeur du portefeuille à la clôture d’une séance à la précédente. La for- 
mule de récurrence : 1470 = lxyk-1 X lk-170 génère les différentes valeurs 
prises par l’indice chaîne (base 1 en 0) aux clôtures des séances passées. 


: I 
L'équation : Z&/k-1 = ne 
10 


(vérifiée par tous les indices élémentaires) est 


utilisée chaque fois que homme de l’art souhaite changer la base d’un indice ; 
on parle alors d’indice « rebasé » — rebased index — à la date k — 1. Un nou- 
vel indice 1,/K_1 (base 1 en k — 1) remplace alors l’ancien 1,0. 


L'indice de la juste valeur d’un portefeuille à l'instant présent r de la séance 
n° j (base 1 — 0) s'obtient en chaînant l'indice 1,,;_1 à celui calculé à la clô- 
ture de la séance boursière n° j — 1 précédente : L:/0 = Lyj-1 X 1j-1/0. 


2.4 © Mesure de l'effet taux de change 


L'évolution de la juste valeur d'un portefeuille d'actions d'entreprises cotées 
sur plusieurs places financières combine les variations des cours des titres et 
celles des taux de change des différentes devises par rapport à l'une d'entre 
elles prise comme référence. 


Pour changer une somme libellée dans une autre devise (le dollar pour fixer 
les idées) que la sienne (supposée ci-après être l'euro), un investisseur peut 
utiliser indifféremment deux taux de change inverses l'un de l'autre 
(£ TD 1 $ 3.1). On obtient le résultat S£ en euros du change d’une somme 
S$ en dollars : 


— soit à l'aide d'une multiplication : SE = S$ x n, sin, désigne la cotation à 
l'incertain de l'euro vis à vis du dollar (prix du dollar en euros et centimes) 
relevée à l'instant #; 

— soit à l'aide d'une division : SŸ = SF + m! si ! désigne la cotation au cer- 
tain de l'euro vis à vis du dollar (prix de l'euro en dollars et cents), inverse 
de la précédente. 
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Si une grandeur simple est le produit de deux autres, son indice est égal au 
produit des indices élémentaires de ces dernières. On utilisera cette propriété 
pour décomposer l’évolution de la juste valeur d’un portefeuille d’actions 
toutes cotées dans une devise étrangère en un effet « choix des titres » et un 
effet « taux de change ». À l'instar de la relation : 


Valeur dans une devise S Prix de la devise 


Valeur en euros — à a 
étrangère en euros 


l’évolution de la valeur peut être décomposée en utilisant l'équation : 


Indice de la valeur Indice de la valeur se Indice du prix 
en euros ”_ dans une devise étrangère ‘ de la devise en euros 


Cette décomposition se généralise dans le cas d’un portefeuille de titres 
cotés dans plusieurs devises étrangères (cf. question 35). 


3 © Typologie des indices boursiers 


3.1 © Génération d'indices boursiers 


Pour un statisticien, deux méthodes sont 4 priori envisageables pour 
construire un indice synthétique des cours boursiers. 


Une première, dite méthode du rapport des moyennes, consiste à choisir une 
formule de tendance centrale (moyenne arithmétique, géométrique, 

4 Fi LA 2 À . . . 
médiane.) pour résumer l’évolution de la grandeur multidimensionnelle C 
constituée par l’ensemble des cours observés à l'instant f, puis à construire 
ensuite l’indice élémentaire de cette nouvelle grandeur simple. 


Une seconde, dite méthode de la moyenne des rapports, consiste à calculer les 
indices élémentaires des cours puis à choisir ensuite une formule de tendance 
centrale pour construire l'indice synthétique. 


L'indice de la moyenne géométrique simple est un exemple de formule géné- 
rée par la 1° méthode ; il s'écrit : 


1 1 
Card H Card H 


Lyj-1(C) = [14 T [I 


heH heH 


Le FTOI - Financial Times Ordinary Index — (ou FT 30), publié à partir du 
1 juillet 1935, est un indice de ce type construit en observant les cours d’un 
échantillon de 30 entreprises britanniques. Pour des raisons expliquées ci- 
après, les financiers lui préfèrent un indice du 2° type : le FT 100 par 
exemple, communément appelé Footsie. 


Les fournisseurs d’indices boursiers — stock exchange index providers — 


(Standard & Poors, Dow Jones, Morgan Stanley, Euronext...) retiennent la 
deuxième méthode pour satisfaire les gérants de fonds indiciels. La formule 
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utilisée (cf. $ 3.2) est celle d’une moyenne arithmétique des indices élémen- 
taires des cours dans laquelle le système de pondération choisi est connu à la 
date de référence. 


On constatera que la formule de l'indice de la moyenne arithmétique simple 
des cours appartient aux deux méthodes de construction précédentes 


(cf $ 3.5). 
3.2 © Génération d'indices « réplicables » 


La formule développée d’une moyenne arithmétique des indices élémen- 
taires des cours des actions d’un échantillon d’entreprises invariant entre la 
clôture de la séance précédente et l’instant # de la séance en cours, s'écrit : 


cl c2 c" cCardH 
Hi = @ M — +... + +...+a ———— (3. 
Ljj C 1 . “ee 2 . à ge h . “e Je Card H °t , 3.1 
C; C’ c’ couer 
j—-1 j—-1 j—-1 j—1 


Les différents coefficients de pondération a! (h = 1,2, Card H), de 


somme égale à 1, sxpposés connus à la clôture de la séance n°j — 1 de référence, 
h 


nn ue 
associés aux Card H indices élémentaires des cours boursiers —— reflètent 
ci 
l'importance relative que le superviseur de l’indice souhaite adopter pour cha- 


cun d’entre eux. 


Quand il décide d’une ou de plusieurs modifications de l'échantillon retenu 
à des dates dites de rajustement — rebalancing dates —, souvent trimestrielles, 
le superviseur de l'indice utilise la propriété de transitivité pour le prolonger. 


Les problèmes posés par les modifications de la valeur de l'actif social repré- 
sentée par chaque titre en cas d'OST sont réglés par une correction plus ou 
moins compliquée du cours des actions. 


Dans l’ensemble des indices écrits sous la forme [3.1], les financiers ont 
l'habitude de distinguer les indices de capitalisation — Capitalization- 
Weighted Indices (CWI) — déjà présentés sommairement au $ 2.2. du TD 1, 
les indices équipondérés — Equal Weight Indices (EWI) — et les indices pon- 
dérés par les cours — Price-Weighted Indices (PWI) —. D’autres indices bour- 
siers existent mais sont en pratique anecdotiques ou une affaire de spécia- 
listes. 


3.3 © Indices de capitalisation 


Les indices boursiers de capitalisation sont de loin les plus utilisés. Certains 
ont pour but de mesurer l’évolution des cours en bourse observés sur les dif- 
férentes places financières (CAC 40, FTSE 100, DJIA, S&P 500...). D’autres 
dans des régions plus ou moins étendues (EURONEXT 100, MSCI ACWI). 


D’autres encore sont sectoriels (automobile, banque, agro-alimentaire, 
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luxe.) ou encore construits en retenant un échantillon d’entreprises selon tel 
ou tel critère (comptable, type de gestion, etc.). 


Le choix de pondérations proportionnelles aux capitalisations à l'avantage 
d'offrir une structure relativement stable. Les capitalisations des entreprises 
retenues varient en effet modérément au rythme des variations des cours des 
actions pendant les séances en bourse et des OST les concernant. Selon les 
règles adoptées par EURONEXT qui régissent le calcul du CAC 40, sa com- 
position est révisée à la clôture du 3° vendredi des mois de mars, juin, sep- 


tembre et décembre. Legrand a ainsi remplacé Suez environnement à partir 
du lundi 19/12/2011. 


L'indice nu et celui de rentabilité s’obtiennent en appliquant les résultats 


généraux présentés au $ 2.3 du TD 1. 


ch et d désignent respectivement le cours du titre de l’entreprise À 


(h € Hj-;), à l'instant t de la "€ séance boursière et l’éventuelle rémunéra- 


tion distribuée en date valeur du jour j. 


c}_, et Q7_, désignent les cours de clôture et le nombre de titres h, inscrit 
en bourse, de l'échantillon H;_1 des sociétés retenues par le superviseur de 


l'indice à la fin du j — 1°" jour de bourse. 

L'estimation de la juste valeur d’une unité de l’actif h passe, de la clôture du 
jour boursier n° k — 1 à la suivante n° k, de + à ce + di lorsqu'une rému- 
nération d} (nette de frais) est versée et de c#_, à c} sinon. 

L'estimation de la capitalisation des entreprises s'écrit respectivement, à 
l'instant # de la j°"€ séance boursière : D(c; + d;),Q, = (ce; +d;)xQ;j-1 ou 
Da x Q;, = c x Qj-1, selon qu’on tient ou non compte des rémunéra- 
tions versées. 


Les indices nu P1,,;_1 et de rentabilité R1,/;_1, à l'instant r, base 1 à la clô- 
ture du jour boursier précédent, s’écrivent de la manière suivante : 


> c:Q; 
> cj1Q; 1 


2 (cr + djÿ)Qr >cQ; n > d;Q; 
dti > croi té r10;4 


Pl; = 


et RIj-1 = 


L'invariance du nombre d’actions Q} pendant la j"® séance conduit aux 


équations : 
GO; 
Pl En HOB) SEE. [3.2] 
ti 1 ti 1 Yc;10;1 
> d;0;: | Lee] 
et RL LE Ph AE TE pps ee) 3) 
t/j—1 t/j—1 > c;10; 1 t/j—1 >cQ;i 
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L'indice de rentabilité R1,/;_-1 du portefeuille s'obtient ainsi de deux 


manières différentes à partir de l'indice nu P1,,;-1 : 


— soit en lui ajoutant le total des dividendes nets de frais encaissés au début 


de la jè" séance rapporté à la valeur du compte titres à la clôture de /4 
>djQ;r 
s 
2 cj-1Q;-1 


— soit en l’augmentant en pourcentage de la part que représente ces divi- 


séance précédente : 


dendes nets de frais dans la valeur du compte titres à l'instant t 
> d;jQ;ji 
> «aQ;j1 


L'indice de la capitalisation boursière à l’instant # de la j°"€ séance boursière 
(base 1 = 0) s'obtient par transitivité : 


j—1 
Ly0(CB) = Ly5-1(CB) x [ [yx-1(CB). 
k=1 


Les fournisseurs d'indices présentent parfois l’indice nu (base 1 000 à la 
date 0) sous la forme : 


MAUR >aQ; 
LCR) AO EL ÉT TE CR) EEE; À) 
ro(CB) PTE I] er-1(CB) à 
expression dans laquelle d, = ee = est appelé diviseur 
1 000 x [ ] %yx-1(CB) 
k=1 


— divisor — de l'indice. On notera que ce diviseur est variable d’une séance à 
l'autre. 


L'équation : 1,/j-1(CB) = Y 101 2 montre qu'un indice de 
NS t-i0 101 

capitalisation s'obtient à l’aide de la formule développée [3.1] dans laquelle 

les coefficients de pondération sont proportionnels aux capitalisations bour- 

sières des sociétés retenues par le superviseur de l’indice, à la clôture de la 

DES qème 


j séance. 

La plupart des indices de capitalisation élaborés dans le monde sont calcu- 
lées de nos jours en n’utilisant qu’une fraction seulement des actions inscrites 
en bourse, appelée coefficient du flottant — free float factor ou Investable 
Weight Factor (IWF) —. Dans ce cas, les capitalisations sont dites flottantes 


— float-ajusted capitalizations —. 
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Plus précisément, le coefficient du flottant de la société h est la fraction 


h 
di-1 . . À . 
a ii D des actions inscrites à la cote, retenues par le superviseur pour 
j—1 


le calcul de l'indice, expression dans laquelle qi , sst le nombre d’actions de 


la société h considérées comme étant négociables sur le marché pendant la 
séance boursière n°j en cours. 


En désignant par c/, le cours du titre À (a € Hj-1) à l'instant f, la capitali- 
sation flottante de l’entreprise h et la capitalisation totale flottante d’un 
ensemble H de sociétés s’écrivent en conséquence respectivement c! x Cr et 
7. Cr X dj- de 

Un coefficient de plafonnement — capping — est parfois appliqué aux 
nombres d’actions des entreprises retenues afin qu'aucun coefficient de pon- 
dération des indices élémentaires ne dépasse un certain seuil. Pour le CAC 40 
ce seuil a été fixé à 15 % à partir du 1% décembre 2003. 


3.4 © Indices équipondérés 


Quand le superviseur d’un portefeuille P décide d’allouer à chacun des 
actifs (a = 1, 2, …, Card H) une même somme A? = 0x6", à la dé- 


| . j fl. 
ture de la j — 1% séance boursière choisie pour référence, on dit que le 


compte titres est « équipondéré » à cette date. 
Les différentes parts que représentent alors chacun des actifs sélectionnés 
h h 

Gi 1 


——— = ——. Elles évo- 
> Dre; Card H ds 


sont initialement égales et valent : a}_, = 


luent ensuite au gré des cours en bourse. 


> Q;j-1c 1 Cf Se . 
= , l'indice de la val 
3 Qj-1c;1 Cdt >, Ba indice de la valeur 


du compte titres à la date r est égal à la moyenne arithmétique simple des indices 


Comme 1;/;-1(A) = 


élémentaires des cours (base 1 en j — 1) de l'échantillon H des entreprises rete- 
nues par l’homme de l'art. 


D'un point de vue statistique, un indice boursier équipondéré n’est donc 
qu'un cas particulier d'utilisation de la formule développée [3.1] dans laquelle 
les coefficients de pondération de la moyenne arithmétique utilisée sont 
L A l 
égaux à dE TE 

Il en est ainsi du CAC 40 Equal Weight (base 1 000 au 31/12/2008) 
construit à partir des Card H = 40 indices élémentaires des cours de actions 
des rentreprises retenues dans la construction du CAC 40. La composition de 
l'indice CAC 40 EW (Equal Weighi) est éventuellement révisée à la clôture du 
3° vendredi des mois de mars, juin, septembre et décembre. 


, à la clôture de la j — 1°" séance boursière. 
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3.5 © Indices pondérés par les cours 


L'indice de la moyenne arithmétique © des cours boursiers d’un échantillon 
H d'entreprises choisi à la clôture de la séance boursière précédente est 
construit à l’aide de la 1" méthode présenté au $ 3.1 : 


C; re 
Gui Dci 


Cette formule montre qu’un indice de ce type est également celui de la 
valeur d’un portefeuille composé d’un même nombre n d’actions de chacune 
des entreprises de l'échantillon H qui passe de n x D'cj_1 àn x Y'c;entre la 
clôture de la séance précédente et l’instant # de la séance en cours. 


h h 
Ci-1 oc; 


Lj-1(C) = 


Par ailleurs, comme : 1,/j_1(€) = > , cet indice est également 


fen D Ci-1 ci 
engendré par la formule développée [3.1] dans laquelle les coefficients de 
pondération des indices élémentaires sont proportionnels aux cours observés 
dans la situation de référence j — 1. Pour traduire cette situation, les finan- 
ciers parlent d’indices élémentaires « pondérés par les cours » (price-based 
_— 1e 


weighting) observés à la clôture de la j séance. 


Le Dow Jones Industrial Average (appelé également DJIA ou Dow), calculé 
sous la forme : 


DD 


t 


DJIA;0 = [3.5] 


dans un échantillon de 30 entreprises américaines sélectionnées par le W4// 
Street Journal (WST), a été publié à partir du lundi 1 octobre 1928. 
L'introduction d’un diviseur variable (noté d;) dans la formule [3.5] n’est pas 
du tout anodine puisqu'elle change la nature de l’indicateur construit par 
Charles Dow plus de trente ans auparavant. A partir du 1/10/1928, le DJIA 
n'est plus en effet une moyenne arithmétique de cours boursiers calculée de 
façon de plus en plus acrobatique par le WSJ pour tenir compte des opéra- 
tions sur titres (OST) des actions retenues dans l'échantillon. 


Au début 2012, ce diviseur valait environ 0,132. Son inverse 
(10,132 & 7,5) est égal au nombre d’actions de chacune des sociétés com- 
posant le DJIA qu’il faudrait acheter pour créer un portefeuille dont la valeur 
(en dollars) réplique cet indicateur. 

Si les caractéristiques de l’échantillon des entreprises américaines sélection- 
nées restent inchangées entre les dates k et f, l’indice élémentaire du DJIA 


s'écrit : /;/k(DJIA) = Pr = Lx). 
PK 
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Dans ces conditions, l’indice du DJIA est un indice boursier « pondéré par 
les cours ». On notera que l'indicateur DJIA lui même n’est pas un indice 
boursier du point de vue d’un statisticien. Dans l'expression précédente, p; 
et p, désignent respectivement la moyenne arithmétique des cours (en dol- 
lars) des 30 mêmes actions retenues dans l’échantillon aux dates k et f. 


V 


© TD 1 Prérequis 
© TD 2 Taux de variation 
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Du 


Les question Q1 à Q5 utilisent les données suivantes : 


Deux entreprises, XYZ et ABC, ont été retenues pour créer un indice bour- 
sier, base 1 000 à la date 0. À la date O, leurs actions cotent respectivement 
32 € et 25 € ; entre la date initiale O et la date 1, le cours de la 1'° a aug- 
menté de 20 % et celui de la 27d€ à baissé de 20 %. À la date 1, ABC a dis- 
tribué un dividende égal à 1,67 €/action. Les capitalisations de ces deux 
sociétés sont respectivement égales à 40 et à 60 milliards d’euros. 


Que vaut l'indice nu s’il est celui de la moyenne géométrique simple (c’est- 
à-dire non pondérée) ? 
O a)960,0 Ob)979,8  O© c) 1 000,0 © d) 1 024,6 
Que vaut l'indice nu sil est pondéré par les cours ? 
O a)960,0 Ob)979,8  O© c) 1 000,0 © d) 1 024,6 
Que vaut l'indice nu sil est équipondéré ? 
O a)960,0 Ob)979,8  O© c) 1 000,0 © d) 1 024,6 
Que vaut l'indice nu sil est pondéré par les capitalisations ? 


O a) 960,0  Ob)979,8  O c) 1 000,0 © d) 1 024,6 


Que vaut l'indice de rentabilité associé au précédent ? 


O a) 960,0  Ob)979,8  O c) 1 000,0 © d) 1 024,6 


Un tracker est : 
© a) un fonds indiciel coté 
© b) le nom donné dans le jargon financier à un employé de Tracfin 
© c) un indice boursier de référence 
© d) le nom donné au cours d’une action sur le marché gris 


Investir le 31/12/1987 pendant 24 ans dans un fonds indiciel répliquant 
le CAC 40 nu plutôt que le CAC 40 de rentabilité (dividendes nets réinves- 
tis) aurait fait en moyenne : 
© a) perdre environ 1 % par an 
© b) perdre environ 2 % par an 
© c) perdre environ 3 % par an 
© d) gagner ou perdre selon les années 


Pour vous aider. Fin décembre 2010, le CAC40 (nu) et le CAC40GR (de 
rentabilité avec dividendes bruts réinvestis) valaient respectivement 3 804,8 
et 7 526,3. Fin décembre 2011, ces deux indices étaient respectivement égaux 


à 3 159,8 et à 6 518,7. 
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Pendant l'année 2011, le rendement des valeurs du CAC40 
1) rapporté à son cours initial a été d'environ : 
Oa)-36% Ob)26% Oo36% © d)4,3% 
2) rapporté à son cours final a été d'environ : 


Oa)-36% Ob)26% O036% © d)4,3% 


Sauf révision exceptionnelle, la liste des 40 entreprises sélectionnées pour 
le calcul du CAC 40 est éventuellement modifiée : 


© a) mensuellement © b) trimestriellement 


© c) semestriellement © d) annuellement 


Le flottant des 40 entreprises sélectionnées pour le calcul du CAC 40 est 
arrondi par paliers de 5 %. Son éventuelle révision est 


© a) mensuelle © b) trimestrielle © c) semestrielle © d) annuelle 


L'indice CAC 40 nu valait 3 300 hier en clôture. Le lendemain le cours 
de l’action Total a augmenté de 8 % et ceux des actions des 39 autres socié- 
tés n'ont pas varié. Sachant que la pondération de l'indice élémentaire du 
cours de la société Total dans le CAC 40 est égale à 12,5 %, que vaut le CAC 


40 nu en clôture aujourd’hui ? 


Oa)3330 Ob)3333 Oc3375 O d)3 564 


On considère les assertions suivantes : 


I. Depuis sa création, l'indice CAC 40 nu est obtenu de la même manière en 
enchaînant des indices de capitalisations des mêmes entreprises. 


Il. Le CAC 40 nu peut s'obtenir en rapportant la capitalisation flottante et 
plafonnée des 40 sociétés retenues dans l’indice à un diviseur fixe. 


III. Les médias préfèrent publier le CAC 40 nu car ce dernier est mieux 
adapté que le CAC 40 de rentabilité pour juger de l’évolution de la bourse. 


IV. Le SBF 120 peut sobtenir à partir du CAC 40 nu et du SBF 80 à condi- 
tion de connaître les capitalisations flottantes et plafonnées de ces deux indices. 


© a) Toutes ces assertions sont vraies © b) Seule IV est vraie 
© c) Il, IT et IV sont vraies © dj) I, IT et IV sont vraies 


Lun des indicateurs boursiers suivants est un indice de rentabilité, lequel ? 


© à) FTSE  O b) DAX 30 © c) DOW 300 d) CAC 40 EW 


Quel indicateur boursier est représentatif de la bourse de Londres ? 


© à) FTSE  O b) DAX 30 © c) DOW 300 d) CAC 40 EW 


La révision de la composition de la plupart des indices boursiers est : 


© a) mensuelle © b) trimestrielle © c) semestrielle © d) annuelle 
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La bourse de Paris est située : 
© a) à Paris © b) à Paris et Bruxelles 
O c) à New York © dj) nulle part 


Quel indice boursier peut être calculé en divisant la juste valeur d’un 
portefeuille composé d’une action des sociétés retenues par un diviseur ? 


© à) un indice pondéré par les cours 
© b) un indice équipondéré 
© c) un indice de capitalisation 


© d) aucun des précédents 


Quel indice boursier peut être calculé en divisant la moyenne arithmé- 
tique simple des indices élémentaires des cours des actions par un diviseur ? 
© à) un indice pondéré par les cours © b) un indice équipondéré 


© c) un indice de capitalisation © dj) aucun des précédents 


Le cours des actions des entreprises À et B retenues dans le DOW 30 
étaient à la clôture de la séance précédente respectivement égal à 20 $ et 
25 $. Aujourd’hui, en clôture, le cours de la première a diminué de 12,5 % 
et celui de la seconde a augmenté de 10 % (ceux des 28 autres entreprises 
retenues sont demeurés stables). Entre hier et aujourd’hui, la variation rela- 


tive du DOW 30 : 
© a) est de 2,5 % © b) est nulle 
O c)est de-2,5% © d) ne peut être calculée 


Les indices boursiers des principales bourses dans le monde sont 
construits à l’aide d’une moyenne d'indices élémentaires des cours des entre- 
prises retenues. L'une des assertions suivantes est correcte, laquelle ? 
© a) la moyenne est arithmétique et les pondérations sont proportionnelles 

aux cours flottants et plafonnés 


© b) la moyenne est arithmétique et les pondérations sont proportionnelles 
aux capitalisations flottantes et plafonnées 


© c) la moyenne est géométrique et les pondérations sont proportionnelles 
aux capitalisations flottantes et plafonnées 


© d) la moyenne est arithmétique et les pondérations sont égales 


L'une des affirmations suivantes concernant le DJIA actuel est fausse, 
laquelle ? Cet indicateur boursier : 


© a) est souvent considéré comme peu représentatif de l’évolution du mar- 
ché américain dans son ensemble 


© b) doit être corrigé en cas de split d’une des actions de l’échantillon retenu 
par le superviseur en modifiant son diviseur 
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© c) est d'autant plus sensible aux variations des indices élémentaires des 
cours des sociétés retenues que leur cours est élevé 


© d) est obtenu, comme son nom l'indique en anglais, en effectuant une 
moyenne des cours des 30 actions des sociétés retenues par son superviseur 


Pour suivre l’évolution de la valeur des parts d’un fonds indiciel équi- 
pondéré construit à partir des actions des entreprises du CAC 40 : 


© a) il suffit d'observer les valeurs du CAC 40 nu 
© b) il suffit d'observer les valeurs du CAC 40 de rentabilité 
© oc) il suffit d'observer les valeurs du CAC 40 EW 


© dj) il faut effectuer un calcul compliqué que seul un banquier bien formé 
est capable de faire 


Le diviseur d’un indicateur boursier analogue au DOW mais pondéré par 
les cours de deux actions A et B seulement est aujourd’hui égal à 0,1. Si les 
nombres d'actions retenues à la cote sont respectivement de 20 millions pour 
A et de 50 millions pour B et les cours égaux à 40 € et 60 € cet indice vaut 


O a) 100 Ob)1000 © c) 380 © d) 3 800 


Le diviseur d’un indice boursier analogue au CAC 40 mais pondéré par 
les capitalisations de deux actions À et B seulement est aujourd’hui égal à 
1 million. Si les nombres d’actions retenues à la cote sont respectivement de 
20 millions pour A et de 50 millions pour B et les cours égaux à 40 € et 
60 €, cet indice vaut 


© a) 100 Ob) 1000 © c) 380 © d) 3 800 


Si le cours de l’une des 30 actions des entreprises retenues dans le DJIA 
augmente de 1 $ entre la clôture précédente et aujourd’hui toutes choses égales 
par ailleurs (les 29 autres cours restant inchangés), la valeur de l'indicateur 


© a) peut être calculée quand on connaît le diviseur et l’indice de la veille 
© b) s'accroît d’autant plus que le cours de l’action qui a augmenté était élevé 


© c) s'accroît d'autant plus que la capitalisation de l’action qui a augmenté 
est grande 


© dj) ne peut être calculé sans connaître les cours des actions de la veille 


Le diviseur du DJIA décroît si les actionnaires de l’une des sociétés de 
l'échantillon décident 


© a) d’un split de leurs actions 

© b) d’un remembrement de leurs actions 
c) d’un versement de dividendes 

© c) d 


© d) aucune des réponses A, B et C 
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Us. 
ÉFLEXION 


$ Avant l’informatisation de la bourse de Paris, comment se faisaient Les 
négociations ? 


#® Pourquoi l’homme de l’art se limitait autrefois à Paris, dans les années 
1950, à construire des indices boursiers à partir des cours d’ouvertures — 
opening quotes — ? 


#6 Peut-on utiliser la médiane des indices élémentaires des cours bour- 
siers pour résumer l’évolution générale des cours d’une bourse ? 


$$ Pourquoi doit-on résister à la tentation de construire un indice bour- 
sier en s'inspirant des indices des prix à la consommation qui retiennent des 
pondérations proportionnelles aux montants des transactions ? 


#66 Pourquoi les indices boursiers relatifs aux actions françaises sont-ils 
plus affectés par les distributions des dividendes que leurs homologues anglo- 
saxons ? 


Un indice boursier, base 1 000 à la date 0, est construit à l’aide d’une 
formule de moyenne arithmétique pondérée des indices élémentaires des 
cours des actions de deux entreprises. Entre la date initiale 0 et la date 1, l’in- 
dice élémentaire du cours de l’action de la première a augmenté de 20 % et 
celui de la seconde à baissé de 20 %. 


1)$ Calculer l'indice boursier 1/0(À) et sa variabilité mesurée par son écart- 
type o1/0(À) si les deux indices élémentaires sont respectivement pondérés 
par les coefficients À et 1 — À (0 < À < 1). Que peut-on dire de ces deux 
fonctions mathématiques du paramètre À ? 


2) Pendant l’année 2011, le CAC 40 nu a diminué d’environ 17 %. Fin 
décembre 2011, les deux plus importantes pondérations des indices élé- 
mentaires retenus dans le CAC 40 (celles des cours des actions des socié- 
tés Total et Sanofi) valaient respectivement 14,44 % et 11,10 %. Les deux 
plus petites pondérations (Alcatel et Peugeot) valaient respectivement 
0,49 % et 0,32 %. 
a)$ Comparer les contributions en % aux CAC 40 nu et au CAC 40 EW 
des variations annuelles du cours des actions Total, Sanofi, Alcatel et 
Peugeot qui ont été respectivement égales à : —2,57 %, +15,46 %, 
— 44,63 % et —57,37 %. 

b)$$ Que peut-on dire de la variabilité de l’indice CAC 40 EW par rap- 
port à celle de l'indice CAC 40 nu ? 


Mercredi 4/10/1916, le Dow (moyenne arithmétique pondérée des 
cours boursiers de 20 sociétés industrielles cotées à la Bourse de New York 
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retenu par le Wal] Street Journal) a remplacé le Dow 12 publié par Charles 
Dow à partir du 26/05/1896. Lundi 1/10/1928, une nouvelle formule est 
utilisée pour publier un nouvel indicateur, le DJIA, égal au rapport de la 
somme des cours boursiers de 30 sociétés cotées à la Bourse de New York rete- 
nues par son superviseur par un nombre variable appelé son diviseur. 


1) Jeudi 13/12/1928, deux fractionnements ont affecté les actions d’entre- 
prises déjà présentes dans le Dow 20 en 1927 : un premier « 2,5 pour 1 » 
des actions General Motors et un second « 2 pour 1 » des actions 
International Harvester. 


a)$ Comment le DJIA a-t-il pris en compte ces deux fractionnements 
d'actions ? 


b)$ Comment le Dow 20 les aurait-il pris en compte ? 


2) La juste valeur d’un portefeuille composé d’une action des 30 entreprises 
retenues pour calculer le DJIA valait 1 613 $ vendredi 30 décembre 2011, 
à la clôture de la bourse, et le diviseur était égal à 0,132. 


a) Calculer le DJIA à cette date. 


b)$ Le 26/05/1896, le portefeuille composé d’une action de 12 entreprises 
industrielles cotées à New York retenu par Charles Dow, valait 491,28 $. 
Sachant que l'indice des prix aux États-Unis, base 1 en mai 1896, était 
égal à 26 à la fin de l’année 2011, combien valait une action en 
moyenne, en dollars de 2011, des entreprises retenues par Charles Dow 
en mai 1896 ? 


3a)**6 Pourquoi le WSJ a-t-il changé le 1/10/1928 la formule de calcul de 
l'indicateur utilisé jusqu'alors ? Pourquoi un premier diviseur égal à 16,67 
(et non 30) a-t-il été retenu par le superviseur du DJIA ? 
b)$ Sachant que la juste valeur d’un portefeuille comprenant une action 
de chacune des 30 entreprises retenues par le superviseur du DJIA valait 
4 384 $ à clôture de la bourse du vendredi 28/09/1928, calculer sa 
« base ». Dans quelle unité devrait-on énoncer le DJIA ? 


c)$6 Sur le site de la société Dow Jones indexes on peut lire : « Le Dow 
est devenu un indice en octobre 1928 quand un diviseur a remplacé 
le nombre des entreprises retenues dans la formule de calcul de la 


moyenne 1 ». 


Commenter l'affirmation précédente. 


l'« The Dow became an index in October, 1928 -the same date that the number of 
components was increased to 30 from 20- when a divisor was substituted for the 
number of stocks. “Average” was kept in the name because by that time The Dow 
was becoming fairly well known. » 
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Esraai 
NTRAÎNEMENT 


Le tableau 3.1 présente aux 30 juin 2009 et 2010, le cours de l’action 
Yahoo!Inc observé à New York en clôture. 


Tableau 3.1 — Évolution du cours de l’action Yahoo!Inc 


Clôture du 30 juin 2009 Clôture du 30 juin 2010 
Po ($) To (€/$) Co = PoTo (€) P; ($) T3 (€/$) Ci = PAT; (€) 
15,66 $ 0,7124 €/$ 11,156 € 13,84 $ 0,8179 €/$ 11,320 € 


1)$ Au 30 juin 2009, Monsieur Jones détenait un portefeuille composé de 
go = 1000 actions Yahoo qu’il a conservées jusqu’au 30 juin 2010 et rai- 
sonne en dollars. 


Calculer l'indice et le taux de croissance de la juste valeur de son porte- 
feuille au 30 juin 2010 (base 1 = 30 juin 2009). 


2) Au 30 juin 2009, Monsieur Martin détenait également un portefeuille 
composé de 1 000 actions Yahoo qu'il a conservées jusqu’au 30 juin 2010 
mais raisonne en euros. 


a) Calculer l'indice de la juste valeur de son portefeuille à la date 1 (base 
1 = 30 juin 2009). 

b)$ Pour quelle raison le point de vue de Monsieur Martin est-il différent 
de celui de Monsieur Jones ? 


c)$ Comment l'indice et le taux de croissance de la juste valeur du porte- 
J P 
feuille de Monsieur Martin peuvent-ils être décomposés en un effet « 
choix de l’action Yahoo » et un effet « taux de change » ? 


d)* Comment le taux de croissance continu de la juste valeur du porte- 
feuille de Monsieur Martin peut-il être décomposé en un effet « choix 
de l’action Yahoo » et un effet « taux de change » ? Comparer cette 
décomposition à celle obtenue à la question précédente pour le taux de 
croissance discret. 


3)* On se place dans cette question à la date initiale et on suppose que le 
taux de rentabilité continu annuel RŸ Jo du portefeuille de Monsieur Jones 
et le taux de variation continu X1,0 du taux de change à l’incertain de 
l'euro vis-à-vis du dollar sont respectivement des variables aléatoires non 
corrélées, de variance a? = 0,04 et a°? = 0,0225 (par an). 


Calculer les volatilités respectives des portefeuilles de Monsieur Jones et de 
M. Martin sur une base annuelle. 
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Monsieur Martin raisonne en euros et a construit un portefeuille d’ac- 
tions le 31/12 (date 0), cotées sur plusieurs places financières (New York, 
Tokyo, Londres...) qu'il a géré pendant le 1% semestre de l’année de façon pas- 
sive (sans acheter ni vendre). On désigne respectivement par q}, pl, et mi le 
nombre d’actions de l’entreprise h achetées le 31/12, le cours de cette action à 
la date n° k dans la devise utilisée pour la coter et le taux de change de l’euro 
à l’incertain vis-à-vis de cette dernière (1.e. en €/$, €/X, €/£, etc.). 


La juste valeur du portefeuille de Monsieur Martin est passée de 
Vo = Ÿ_ qoporo = 20 000 € le 31 décembre à Vi = Srip1q0 = 20 800 € 
le 31 mars puis à Vi = D 72p2q0 = 22 140 € le 30 juin. 


Monsieur Martin dispose par ailleurs de deux valorisations théoriques 
de son portefeuille : la première, 3° ropigo = 21 000 €, l’évalue au 31 mars 
en utilisant les taux de change en vigueur au 31 décembre ; la seconde, 
3 m1p2q0 = 21 000 €, l’évalue au 30 juin en utilisant les taux de change en 
vigueur au 31 mars. 


1)$ Calculer et interpréter les indices Z1/0(V) et 12/o(V) de la valeur du por- 
tefeuille de Monsieur Martin respectivement aux 31/03 et au 30/06, base 
1 au 31/12 de l’année précédente. Peut-on calculer l'indice Z2/1(V) à par- 
tir des deux indices précédents ? Si oui, comment ? 

Zmopigo Bo 2 ripigo 

Y_ foPogqo D_ ToP1q0 

a)$ Montrer que le premier indice (appelé indice de Laspeyres des cours 
boursiers par les économistes) peut s’écrire comme une moyenne arith- 
métique des indices élémentaires des cours des actions composant le 
portefeuille. Les pondérations sont-elles connues à la date 0 de création 
du portefeuille de Monsieur Martin ? 


2) On pose L;/o(p) = 


b)$ Montrer que le second indice (appelé indice de Paasche des taux de 
change par les économistes) peut s’écrire comme une moyenne harmo- 
nique des indices élémentaires des taux de changes. Les pondérations 
sont-elles connues à la date 0 de création du portefeuille de Monsieur 
Martin ? 


c)$ L'évolution de la juste valeur du portefeuille mesurée par l'indice 
Liyo(V) combine celles des taux de change et celle des cours entre le 31 
décembre et le 31 mars. Comment les deux indices précédents permet- 
tent-ils d'effectuer cette combinaison ? 


3)$$ Comment peut-on décomposer l'indice Z/0(V) du 30 juin en un 
indice-chaîne des cours des devises et un indice-chaîne des cours des 
actions ? Calculer puis interpréter ces deux indices-chaînes. 


Un fournisseur d'indices publie trois indices base 1 000 à la date 0 à par- 
tir des indices élémentaires des cours des deux blue-chips du pays d'Utopie : 
XYZ et ZYX. Le tableau 3.2 présente les informations recueillies en fin de tri- 
mestre. L'unité monétaire est la toupie. 


56 TD Mathématiques financières et actuarielles 


Cxjo (analogue au CAC 40 nu) est « pondéré par les capitalisations flottantes », 
Dkyo (analogue à l'indice du DJIA) est « pondéré par les cours » et Ex/o (ana- 
logue au CAC 40 EW) est « équipondéré ». 


Ces trois indices sont révisés à la clôture trimestrielle (k = 0, 1 et 2) 


Tableau 3.2 — Évolution du cours des actions 


Entreprises Flottant date 0 date 1 date 2 
XYZ 44 millions 20 25 24,2 
ZYX 10 millions 12 11 15,4 


1)$ Calculer les indices élémentaires à la date 1 (base 1 000 = date 0) des 
cours boursiers des deux entreprises. 


2a)$ Calculer l'indice Ci. Préciser le nombre d’actions des deux sociétés 
XYZ et ZYX à acheter à la date O0 pour créer un fonds indiciel P d’une 
valeur de 360 000 toupies qui réplique l’indice C. 


b)$ Calculer l’indice Di,0. Préciser le nombre d’actions des deux sociétés 
XYZ et ZYX à acheter à la date 0 pour créer un fonds indiciel Q d’une 
valeur de 360 000 toupies qui réplique l'indice D. 


c)* Calculer l'indice E1,0. Préciser le nombre d’actions des deux sociétés 
XYZ et ZYX à acheter à la date 0 pour créer un fonds indiciel Q d’une 
valeur de 360 000 toupies qui réplique l’indice E. 


d)$ P à émis 360 parts, Q, 3 600 parts et R, 36 000 parts. Quelle fraction 
du sous-jacent a été adoptée par chacun des trois fonds indiciels ? 


3)$ Calculer les indices C2/1, Di et E2y1 (base 1 = date 1) puis les indices- 
chaînes CC20; C D2o et C E2o à révision trimestrielle. 


4) Que doivent faire respectivement les gestionnaires des fonds indiciels P, Q 
et R à la date 1 pour continuer à répliquer les indices C, D et E ? 


5)$ Si un split « 2 pour 1 » affecte l’action XYZ à la date 2, juste après la clô- 
ture, que doivent faire respectivement les gestionnaires de ces trois fonds 
indiciels P, Q et R à la date 2 pour continuer à répliquer les indices C, D 
tt 
6a)*® On désigne par Go l'indice de la moyenne géométrique des indices 
élémentaires, à la date k, des deux cours boursiers des sociétés XYZ et 
ZYX (base 1 000 à la date 0). Comparer l’indice G1/0 à l'indice E10. 
b)$ L'indice G est-il transitif ? 
> Pr 


7) On souhaite écrire l’indice C D,,0 sous la forme : CD;,/0 = a 
t 


a)$ Calculer le diviseur de l'indice jusqu’à la date 2. 


b)$ Calculer le diviseur du jour boursier suivant la date 2 si un split « 2 
pour 1 » affectait les actions XYZ ? 


c)$ Même question si un regroupement « 2 pour 1 » affectait ces actions. 
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À la fin du mois de juillet 2005, le cours des 625 millions d’actions de 
la société Total inscrites à la cote valait 200 € et la capitalisation flottante des 
40 entreprises composant le CAC 40 était égale à 754 milliards d’euros. Le 
coefficient du flottant retenu pour la société Total valait 100 %. 


1)$ Quelle part de la capitalisation flottante des 40 entreprises de l'indice 
CAC 40 représentait la société Total à la fin du mois de juillet 2005 ? 


2) Un coefficient de plafonnement à été introduit dans le calcul du CAC 40 
à partir du 1° décembre 2003 limitant à 15 % de la capitalisation totale 
flottante les coefficients de pondération des indices élémentaires des cours 
des sociétés retenues dans l'indice. 


a)$ Sachant qu'à la fin juillet 2005, seules les actions de la société Total 
devaient être soumises à un coefficient de plafonnement, calculer la 
capitalisation flottante des 39 autres entreprises. 


b)$ Que vaut la capitalisation flottante des 40 entreprises du CAC 40 
après l'application du coefficient de plafonnement aux actions de la 
société Total ? 


c)$ Quelle est la capitalisation flottante et plafonnée de la société Total ? 
Quel est le coefficient de plafonnement de son nombre d’actions ? 


d)$ Calculer la valeur de l’indice CAC 40 à la fin du mois de juillet 2005 


sachant que son diviseur valait 166 millions d’euros. 


3)$ En septembre 2005, le groupe Total a annoncé un fractionnement de 
« 4 pour 1 » de ses actions. Après ce split, combien d’actions Total doivent 
être inscrites à la cote ? Quel est leur cours juste après si elles cotaient 
200 € juste avant ? Quelle raison motive un tel fractionnement ? 


Inté erets SIMp 


L 
ESSENTIEL 


Un financier désigne par taux d'intérêt nominal, une mesure de la vitesse 
moyenne de croissance d'une somme à encaisser ou à payer. Ce taux 
s'énonce en pourcents par an et non en %. L'article 1154 du Code civil qui 
interdit de capitaliser les intérêts d'un prêt d'une durée inférieure à l'année, 
explique pourquoi la rémunération du prêteur est si souvent calculée à 
intérêts simples. 


1© Mesures des durées 


1.1 © Conventions 


L'unité de durée retenue dans les calculs financiers est l’année et les subdi- 
visions habituelles de l’année civile sont en pratique conventionnellement 
considérées comme de même durée. L'année « 360 » ou commerciale, est 
ainsi composée de 360 jours commerciaux, l’année « 365 » de 365 jours 
civils, et l’année exacte — actual number of days in the year (ACT) — de 366 
ou 365 jours selon qu’elle est ou non bissextile. 

Le nombre de jours entre deux dates est calculé soit en utilisant la conven- 
tion du nombre de jours exacts (NJE) — actual time (ACT) -, soit la 
convention 30 — approximate time —, dans laquelle il y a 30 jours entre deux 
mêmes quantièmes de 2 mois successifs. 


En rapportant le nombre de jours d’un intervalle de temps à celui de l’an- 
née choisie pour référence, quatre conventions principales sont en pratique 
retenues pour mesurer sa durée : 


— NJE/EXACT - ACT/ACT - ; 
_ NJE/365 - ACT/365 fixed ; 
— NJE/360 — ACT/360 ou Bankers rule ou encore money-market basis —, 


— 30/360 (ou convention commerciale) — ordinary interest —. 
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1.2 @ Diagramme des flux de trésorerie 


Un diagramme des flux de trésorerie — cash flow diagram — est une repré- 
sentation graphique synthétique souvent indispensable pour raisonner. 

Quand les flux de trésorerie sont envisagés en temps discret, on trace un axe 
du temps — #me axis — horizontal sur lequel les dates sont des points (cf gra- 


phique 4.1). 


Flux de trésorerie (€) Densité du flux de trésorerie (€/an) 


longueur du bâton : F(r) aire du rectangle : dF = f{t)xdt 


t axe du temps axe du temps 
test une date tett + dt sont des instants 


Graphique 4.1 Graphique 4.2 


Une somme encaissée F(r) (resp. décaissée) à la date r est représentée par un 
segment au point d’abscisse f. 
Quand on modélise l’ensemble des flux de trésorerie par une fonction déri- 


vable du temps F : f + F(r), sa dérivée f :1+ f(r) = F'(r) = . est une 


nouvelle fonction appelée densité du flux de trésorerie à l’instant { — pay- 
ment rate at time t —. La notation différentielle permet alors d'écrire un flux 
de trésorerie infinitésimal (en euros) pendant la durée dt sous la forme : 
dF = f(6) x dt. 

Quand les flux de trésorerie sont envisagés en temps continu — continuous 
time —, les points de l’axe du temps sont des instants. Un flux de trésorerie 
en temps continu — continuous cash flow stream — infinitésimal versé conti- 
nûment entre f et { + dt est alors représenté par l'aire dF = f(t) x dt d’un 
rectangle de base dt et de hauteur f(r) égale à la densité du flux de trésore- 
rie à l’instant r en euros par an (cf. graphique 4.2). 


2@ Vocabulaire du crédit 


2.1 © Intérêts, coût du crédit 


Une opération de crédit est un « acte par lequel une personne, agissant à titre 
onéreux, met ou promet de mettre des fonds à la disposition d’une autre » 
(article L313-1 du Code monétaire et financier). 


Dans un contrat de prêt — /oan agreement — à deux flux, l’emprunteur 
reçoit une somme Bo inférieure à la somme Ao versée par le prêteur si des 
frais F6 — Ao — Bo > 0 sont prévus à la date initiale. Il doit ensuite payer 
une somme B; supérieure à celle A; encaissée par le prêteur, à la date finale, 
si des frais F1 = Bi — A1 > O sont prévus à la date de remboursement 
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— due date où redemption date —. L'emprunteur doit en effet non seulement 
accepter de rémunérer le service rendu, mais aussi régler des primes d’assu- 
rance, des frais d'ouverture de dossier, des frais de recouvrement, de partici- 
pation à des fonds de garantie, des impôts et des taxes. 


La variation absolue 7 — A; — A6, appelée intérêts — znterest — ou coût du 
crédit — Joan cost — est la rémunération exigée par le prêteur pour avancer l’ar- 
gent. Ces intérêts tiennent compte de la préférence pour le présent des agents 
rationnels qui acceptent de prêter (cf TD 6, $ 1) ainsi que de toutes sortes de 
risques. Tel ou tel emprunteur peut se révéler plus ou moins solvable (risque 
de défaut) ; les fonds ne sont parfois disponibles qu'au terme du contrat 
(risque de liquidité), le taux d'inflation peut changer et modifier le pouvoir 
d’achat prévu de la somme remboursée (risque d'inflation), etc. Ainsi, prêter 
c'est. très risqué ! 

La différence 1’ = Bi — Bo = 1 + Fo + F1 est appelée coût total du crédit 
— total loan cost. En l'absence de frais (Fo = F1 = 0), le coût du crédit (7) se 
confond avec le coût rotal du crédit (J'). 


La finance raisonne en envisageant des contrats de prêt sans risque — r5k 
free — théoriques dont on sait à l’avance que toutes leurs clauses seront rem- 
plies. En accordant un tel prêt, le prêteur connaît ainsi parfaitement non seu- 
lement la somme qui lui sera remboursée mais aussi la date du versement. Les 
bons du Trésor français sont considérés par les banquiers français comme des 
placements sans risque. Il en est de même des Treasury Bills (T-Bills) pour les 
banquiers américains mais ces bons présentent évidemment un risque de 
change pour un opérateur qui raisonne dans une autre devise que le dollar. 


En pratique, les intérêts dépendent de la durée du contrat mesurée en 
années. Les recettes et les dépenses étant généralement repérées au jour près 
et les subdivisions de l’année du calendrier utilisé ayant un nombre de jours 
variables (mois, trimestres, années....), les parties prenantes d’un contrat de 
prêt/emprunt doivent convenir de la façon de calculer les durées. 
Contrairement aux apparences, la mesure du temps pratiquée par les finan- 
ciers ne va pas du tout de soi puisqu'elle résulte de conventions souvent 
déroutantes pour un novice (cf. $ 1 de ce TD). 


Un contrat de prêt définit la manière de calculer les intérêts : 


— soit à partir du montant emprunté à la date initiale, notée dans ce cas Do 
et appelé dette initiale, capital ou principal — principal -, 

— soit à partir d’une valeur A; définie à la date finale, celle par exemple d’un 
effet de commerce — regotiable instrument — (lettre de change — bill of 
exchange —, billet à ordre — promissory note —…) à encaisser plus tard. 


Quand la somme finale A; exigée par le prêteur est calculée à partir du capi- 
tal Do prêté et des intérêts 7 en utilisant l'équation A1 = Do + 1 on dit que 
ces Intérêts sont Payables à l’Échéance (IPE) ou encore qu’ils sont post comp- 
tés — payable in arrears —. 
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A. est alors appelée valeur acquise — accumulated value ou future value— par 
le capital Do à la date finale. 


Quand la somme initiale Ao que doit verser le prêteur est calculée à partir 
d’un montant A; futur et des intérêts 7 (appelés également agios d’escompte) 
en utilisant l'équation : A6 = A1 — 1. 

On dit que ces intérêts sont Payables d’Avance (IPA) ou encore qu'ils sont 
précomptés — payable in advance —. 

Les BTF (Bons du Trésor à taux Fixe) de valeur nominale un euro 
(A1 = 1 €), émis chaque semaine par l'Agence France Trésor (AFT) pour 
assurer un réglage fin des besoins de trésorerie de l’Etat à court terme (c’est- 
à-dire à moins d’un an), sont des prêts remboursés in fine. Les intérêts sont 
précomptés et la maturité — maturity où tenor — (durée entre la date d’émis- 
sion et celle de remboursement) égale à 1, 3, 6 mois ou 1 an. Le montant 
minimal de souscription des titres du Trésor est d’un million d’euros tandis 
que celui des T-Bills américains n’est que de mille dollars. 


2.2 © Escompte 


Lorsqu'un effet de commerce est escompté, le compte du prêteur, le plus 
souvent une banque, est d’abord débité d’une somme A5 puis crédité de la 
valeur nominale A; de l'effet. La somme prêtée (A1 — 1) se déduit donc de 
cette valeur nominale à condition de connaître les intérêts Z payables 
d'avance. 


La somme encaissée par l’emprunteur à la date initiale est : Bo — Ao — Fo. 


Le coût total du crédit ou montant total des agios d’escompte — bank 
charges, commissions & costs — est alors égal à : Bi — Bo=1+ F0 (car 
Bi = Ai). 


3 © Rémunération post comptée 


3.1 © Taux de rémunération post compté 


L'évolution d’un compte dont le solde passe de la valeur initiale Ao à la 
valeur finale A; peut être résumée par un taux de variation arithmétique 
[r = (A1 + A0) — 1 = Lio — 1], appelé taux de rémunération post compté ou 
de façon équivalente par le taux continu correspondant : r = In(Li70). Ces 
deux taux sont positifs ou négatifs selon que la valeur A; est supérieure ou 
inférieure à A. Dans un contrat de prêt, ces taux de rémunération sont éga- 
lement respectivement appelés taux d’intérêt discret et continu servis pendant 
la période. 

La connaissance de deux des trois valeurs Ao, A1 et 7, ou de deux des trois 
valeurs Ao, A] et r, détermine la troisième. 
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3.2 © Valeur acquise à taux post compté 


Quand la valeur initiale As et l’un des deux taux de rémunération discret ou 
continu payable à la date finale 1 [respectivement 7= 9-1 et 
r = In Ji7o(A)] sont fixés, on en déduit : 

— l'indice /170 qui fait passer de la valeur A5 à A1 à l’aide de l’une des deux 

équations : 10 = 1 + T où Lio = €’ ; 

— la valeur acquise à la date 1 : A; = (1 +7) x Ao = Ao x e’ ; 

— la rémunération : Ai — A0 = T X A0 = A X (e' — 1). 


Selon que l’indice Zi, est supérieur ou inférieur à 1, le taux de rémunéra- 
tion payable à l'échéance est positif ou négatif et le résultat comptable 
(Ai — Ao) est appelé plus ou moins-value. 

Dans une opération de prêt, on désigne par capitalisation des intérêts 
— capitalization of interest — l'incorporation des intérêts échus — zccrued inter- 
est — au capital à la date finale. 

Si Do est le capital prêté, la valeur acquise s'écrit : 

A1=DxX(1+7) = Do+l 
et on dit que les intérêts Z = 7 x Do ont été capitalisés à l'échéance. Le coef- 
ficient 1 + 7 est alors un nombre plus grand que 1, appelé facteur de capi- 
talisation — zccumulated value factor —, qui s interprète comme étant égal à la 
valeur acquise par chaque euro prêté. 


3.3 © Valeur actuelle à taux post compté 


Quand la valeur finale A; est fixée ainsi que l’un des deux taux de rémuné- 
ration discret 7 ou continu r, on en déduit le facteur de croissance pendant 


la période : Z10 = 1 +7 = e” puis son inverse Joy1 = D e”", appelé fac- 
T 
teur d’escompte — present value factor —. 
La valeur actuelle associée à A, vaut : 
A: 
À —= —_— À e 7 4,1 
ini [4.1] 
et la rémunération du prêteur est : 
RES A ee) 
— — — — — € 
t 0 Re 1 1 


Dans le cas d’un prêt, le taux de rémunération discret 7 (respectivement 
continu r) est également appelé #aux d'escompte rationnel discret (respective- 
ment continu) pendant la période. 

L'équation [4.1] fait correspondre à une valeur future A1, une valeur 
actuelle A5 équivalente quand on précise le taux de rémunération discret 7 ou 
continu r, payable à l’échéance. 
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3.4 © Intérêts simples 


1, désigne la durée conventionnelle de la période de prêt mesurée en années, 
Do le capital prêté et A1 la somme finale remboursée au prêteur. 
._. T 1 A - Do :  _. ., 
Î= =; Stun taux »0yen de rémunération (annualiséen pour- 
0 


cents par an). 

Ce taux positif est appelé taux d’intérêt simple — ssated interest rate —, où 
encore, plus simplement, saux d'intérêt (tout court) par les banquiers. Dans 
une opération d’escompte, ce même taux est appelé #zux annuel d'escompte 
rationnel. 

Quand le capital Do prêté est rémunéré au taux moyen à pendant la durée 
t, on en déduit : 


— le taux de rémunération : 


T=ÎiXT [4.2] 
— les intérêts post comptés : 
I1=Doxixt [4.3] 
— la valeur acquise à l'échéance : 
A =Dx(1+ixt) [4.4] 


La rémunération 1 =i x Do xt, appelée Intérêts simples Payables à 
l’Échéance (IPE), est donc proportionnelle au taux d’intérêt simple à, au capi- 
tal Do emprunté et à la durée conventionnelle £ du prêt mesurée en années. 
Déterminer la rémunération 1 en convenant de ce taux suppose donc que les 
parties choisissent une convention pour mesurer sa durée f. 


à À. 5 , n >. 2 A 
Quand un capital Do est prêté pendant une durée { = —, au taux d'intérêt 
P 


simple i où n est un nombre de « jours » et p la base annuelle choisie par les 
deux parties pour calculer les durées : 


ne Gode : 1 
— la valeur capitalisée A; s'écrit : A1 = Do (: + i 2) ; 
P 


3 » A 4j 4 n 
— les intérêts post comptés valent : 1 = Doi —. 
P 

Si i(") (en pourcents par an) désigne le taux d'intérêt simple relatif à une 


fraction d’année (un mois, un trimestre, etc.) dont la durée (en années) est 


1 . . LC LE 
égale à r — —, le taux discret de rémunération payable à l’issue de cette 
m 


: (mn) -(m) 
‘ l . l 
période vaut 7» = —— et la valeur acquise A; est : A1 = Do (: + —) 
m m 
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Pour des raisons juridiques (article 1154 du Code Civil), l’équation [4.4], 
appelée formule des intérêts simples — simple interest formula —, fixe l’évo- 
lution de la valeur acquise du capital prêté de la majorité des opérations de 
crédit dont la durée est inférieure ou égale à l’année (le court terme des mathé- 
matiques financières). 


3.5 © Taux d'intérêt réel 


On s'intéresse ici à l’évolution du pouvoir d’achat, d’une somme A5 placée 
sur un compte rémunéré, pour acheter g « paniers de consommation de la 


ménagère-type » (cf. TD2, $ 3.1). 


On désigne par 7 le taux de rémunération servi par le compte pendant la 


période considérée et par 7 le taux de croissance des prix mesuré par IPC 
IPC: 


IPC) 
La valeur acquise par la somme A5 étant égale à : A; = (1 + 7) x Ao à la date 


1, le facteur de croissance du pouvoir d’achat de la somme Ao placée sur un 
compte rémunéré vaut : 


= 1: 


pendant cette période : 7 — 


A1/IPCi  1+7 


Î = —= 
1/04) Ao/1PCo 1+7 
t son taux de variati t: lio(g) — 1 ee 
n X riation ; — 1 = 
et son taux de variation es 1/0(g me 


Selon que le taux de rémunération 7 de la somme placée pendant la période 
considérée est supérieur ou inférieur au taux de croissance 7 des prix à la 
consommation, le nombre de « paniers de la ménagère » qu’on peut acheter 
avec cette somme est plus ou moins grand. 

On appelle taux d’intérêt réel — real interest rate — d’une somme rémuné- 
rée au taux d'intérêt annuel i, le taux de variation de son pouvoir d’achat pour 
acheter un ensemble de biens et services pris comme référence. En désignant 

L En YU , 
par i’ le taux d'inflation annuel, le taux d'intérêt réel à, servi par un compte 

2 LA LA LE 2.2 L À A 

rémunéré au taux d'intérêt annuel i est donc égal à : 


ii 


1+r Al 


ir 


L'approximation i, & i — i’ souvent utilisée n'est raisonnable que si le taux 
d'inflation annuel i’ est suffisamment petit par rapport à 1, par exemple si ce 
calcul ne modifie pas la première décimale, soit en pratique si à” < 3%. 


Par opposition au taux réel i,, i est appelé taux d’intérêt nominal — #omi- 
nal interest rate — quand il n’est pas corrigé de l’inflation. 
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4@ Rémunération précomptée 


4.1 © Taux de rémunération précompté 


L'évolution relative d’un compte dont le solde passe de la valeur initiale A6 
à la valeur finale A1 peut également être résumée par le taux 
e = 1 — (A0 + Ai) = 1 — Lo/1, appelé taux de rémunération précompté ou de 
façon équivalente par le taux continu correspondant : 

Fr — —In({ = e) = —În Loi = In Lio. 

Ces deux taux sont positifs ou négatifs selon que la valeur A; est supérieure 
ou inférieure à A9. Dans un contrat de prêt, ces deux coefficients sont res- 
pectivement appelés taux d’escompte commercial discret et taux d’escompte 
continu. 

La connaissance de deux des trois valeurs Ao, A1 et e (ou de deux des trois 
valeurs Ao, À, et r) détermine à l'évidence la troisième. 


4.2 © Escompte simple à taux précompté 
Quand la valeur finale A1, prise pour référence, et l’un des deux taux de 
rémunération précomptés (discret e ou continu r) sont fixés, on en déduit : 
— le facteur d’escompte qui fait passer de la valeur finale à la valeur initiale 
par l’une des deux équations : 
loi = 1—e ou Lo = e” 
— Ja valeur actuelle Ao associée à A, : 
Ao = Ai(l —e) = Aie À [4.6] 
— la rémunération précomptée 1 : 
ta bEsix helene A 


L'équation [4.6] fait correspondre à toute somme future A; , une valeur pré- 
sente Ao appelée sa valeur actualisée commercialement au taux e. 
= - = : —_—_— où désigne la durée conventionnelle de la période de 
1 
prêt mesurée en années, est un taux #oyen de rémunération précomptée 
appelé taux d’escompte commercial simple — stated rate of discount — 
(annualisé en pourcents par an). 

Quand un effet de commerce de valeur nominale A1 est escompté au taux 
d’escompte commercial simple d (en % par an) pendant une durée f (en 
années), on en déduit : 

— le taux d’escompte pendant la durée 1: e=dxt [4.7] 

— les intérêts précomptés : 1=dx A; xt [4.8] 

— la valeur escomptée — discounted value —- commercialement : 

Ao=Ai(1—dxt) [4.9] 
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Dans le cas d’un prêt, le facteur d’escompte Jo1 = 1—e—=e" est un 


nombre inférieur à 1 qui s’interprète comme la valeur actuelle d’un euro dis- 
# À gr Ka F4 LA 
ponible à la fin de la période considérée. 


Déterminer le taux de réduction e en convenant d’un taux d’escompte 
commercial simple d, suppose que les deux parties se mettent également d’ac- 
cord sur une convention pour mesurer la durée du prêt. 


La rémunération 1 = A; x d xt servie au prêteur, qualifiée d’Intérêts 
Payables d’Avance (IPA) ou parfois d’« agio d’escompte pur », est alors pro- 
portionnelle au taux d’escompte commercial d, à la valeur nominale A; de 
l'effet à recevoir et à la durée du prêt mesurée en années. 


Le tableau 4.1 présente les facteurs de capitalisation et d’actualisation asso- 
ciés respectivement à un taux d'intérêt simple à et d’escompte commercial 
simple d pour un prêt d’une durée conventionnelle f. 


Tableau 4.1 - Capitalisation et actualisation à intérêts 
et escompte simples 


Facteur de croissance Facteur de réduction 
entre Dett entre tet 0 
Intérêt simple au taux i T+ixt (1+ix ÿ7! 
Escompts commercial = dx ti ue 
simple au taux d 


Dans une opération d’escompte à la banque, le taux de rémunération d est 
également appelé taux d’escompte bancaire — bank rate of discount —. 


Quand un effet de commerce de valeur nominale A; est escompté pendant 
/ n d > > A 
une durée f = —, au taux d’escompte commercial simple d, où n est le 


nombre de « jours » du prêt et p la base annuelle choisie par les deux parties 
pour calculer les durées : 


— la valeur escomptée As s'écrit : Ag = A: (: — d 2) ; 
P 


n 
— les intérêts (payables d'avance) valent : 1 = Aid —. 
P 


Si un crédit, portant sur une fraction d’année (un mois, un trimestre, etc.) 
égale à { = —, est contracté au taux d’escompte commercial d'”), le taux de 
m 
dt) 


rémunération payable d’avance (en %) vaut : es = —. 
m 


La somme Ao avancée par le prêteur se déduit de la valeur future A1 à 
(n) 
encaisser de la manière suivante : Ao = (1 — ——)Ai. 
m 
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La somme retenue par la banque pour accepter un effet commercial de 
valeur nominale A; à l’escompte comprend en fait non seulement l’agio d’es- 
compte « pur» (A1 x d xt), mais aussi des frais et des taxes. 


Le taux d’escompte est souvent présenté comme égal à une valeur minimale 
appelée Taux de Base Bancaire (TBB) -— prime rate —, par exemple 6 % par 
an accordé à ses meilleurs clients. 


Les taux appliqués diffèrent parfois selon les maturités des effets remis à l’es- 
compte, par exemple 7 % par an si la durée de l’escompte est inférieure à 
90 jours et 8 % par an sinon. Les banques utilisent des conventions particu- 
lières qui augmentent les durées des intervalles de temps à mesurer de mul- 
tiples manières. Des jours de banque sont en effet souvent ajoutés à la durée 
calculée en convention NJE/360 à l’aide du système dit des dates de valeur 
(cf $ 1.1) ; cette durée est parfois assortie d’un minimum. 


4.3 © Relation entre taux simples 


A A 
La définition des taux pré et post comptés : e = 1 — " é F= _ — 1 
1 0 
e T 
nduisent égalités : T—= t e— 4,10 
conduisent aux égalités : T et e is [ ] 


qui expriment l’équivalence entre ces deux taux. 
Si t est la durée conventionnelle du prêt, les taux normalisés d'intérêt simple 
et d’escompte commercial simple équivalents (i = à étd'= 7) sont donc liés 
i 


_ _ 4,11 
ae SF 


par les équations suivantes: à 


Un taux d’escompte peut être commercial ou rationnel. 


° Pour un comptable ou un actuaire, l’expression « taux d’escompte » 
désigne un taux commercial annualisé, noté d. Le facteur de réduction 
annuel correspondant vaut donc : v = 1 — d. 


+ Pour un économiste, cette même expression désigne un taux d’escompte 


rationnel annualisé, noté i. Le facteur de réduction annuel correspondant 
1 


1+i 


vaut donc : vu — 


V 


© TD 1 Prérequis 
© TD 2 Taux de variation 
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Du 23 février au 16 octobre 2012, en convention « 30 », il y a: 
© à) 233 jours O b) 234 joursO c) 235 jours © d) 236 jours 

Pour procéder au calcul des intérêts sur un livret A ouvert le 3 mars et clô- 
turé deux mois plus tard, le 3 mai, la Caisse d'Épargne retient une durée (en 
années) égale à : 


Oa)3:26 Ob)3-24 Oc)2+12  O©O d)61-365 


Pour vous aider. À la Caisse d’Épargne, les durées sont calculées en quin- 
zaines « entières ». 


La durée, mesurée en années, d’un emprunt d’un million d’euros 
contracté sur le marché monétaire Le 3 janvier 2011 à rembourser le 3 janvier 
2016, est égale à : 


O a)5 © b) 1800365 © c) 1827360 O d) 1827-365,25 


Pour vous aider. Les durées des prêts en euros sont calculées en convention 
NJE/360 sur le marché monétaire. 


En convention commerciale, la durée restante (en années) d’un bon du 
Trésor remboursable dans 144 jours est égale à : 
© a) 144-3650 b) 144-365,25 © c) 144-366 © d) 0,4 

La durée commerciale d’un intervalle de temps de treize semaines ne peut 
pas être égale à : 
O à) 89 jours © b) 90 jours © c) 92 jours © d) 93 jours 

Quelle est la durée (en années) entre le 30/07/2013 et le 19/07/2018 en 
convention NJE/Exact ? 
© a) 4,964 Ob)4,9703 © c) 4,9726 © d) 5,0417 

Quelle est la durée (en années) entre le 30/07/2013 et le 19/07/2018 en 
convention NJE/365 ? 
© a) 4,964 Ob)4,9703 © c) 4,9726 © d) 5,0417 

Quelle est la durée (en années) entre le 30/07/2013 et le 19/07/2018 en 
convention NJE/360 ? 
© a) 4,964 Ob)4,9703 O c) 4,9726 © d) 5,0417 

Quelle est la durée (en années) entre le 30/07/2013 et le 19/07/2018 en 
convention 30/360 ? 
© a) 4,964 Ob)4,9703 © c) 4,9726 © d) 5,0417 
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Après avoir remis à l’escompte un effet de commerce dont la valeur 
nominale est de 4 000 €, l’entreprise XYZ a été crédité de 3 200 €. 


1) Le taux précompté de rémunération de la banque est égal à : 
Oa)2,50% © b) 0,20 O c) 25,00 % © d) 0,020 
2) Le taux post compté de rémunération est égal à : 
Oa)2,50% © b) 0,20 O c) 25,00 % © d) 0,020 

À un facteur d’escompte de 0,80 correspond 
1) un taux d’escompte rationnel égal à : 
© a) 10,00 % © b) 16,67 % © c) 20,00 % © d) 25,00 % 
2) un taux d’escompte commercial égal à : 


© a) 10,00 % © b) 16,67 % © c) 20,00 % © d) 25,00 % 


Les QCM 12 à 17 concernent l’achat d’un bon du Trésor de valeur nomi- 
nale 1 €, au prix de 0,991 €, remboursé 90 jours plus tard. 
Le taux post compté de rémunération de ce bon vaut : 


O à) 0,900 % © b) 0,904 % © c) 0,908 % © d) 1,010 % 


Le taux de rémunération continu de ce bon vaut : 
O à) 0,900 % © b) 0,904 % © c) 0,908 % © d) 1,010 % 

Le taux d'intérêt simple servi par ce bon, annualisé en convention 
NJE/360 vaut : 
O2) 360% Ob)362% Oc)3,63% © d) 404% 


Le taux de rémunération précompté servi par ce bon vaut : 


O à) 0,900 % © b) 0,904 % © c) 0,908 % © d) 1,010 % 


Le taux d’escompte continu servi par ce bon vaut : 


O à) 0,900 % © b) 0,904 % © c) 0,908 % © d) 1,010 % 


Le taux d’escompte commercial servi par ce bon, annualisé en conven- 


tion NJE/360, vaut : 
O a)3,60% Ob)362% Oc)3,63% © d) 4,04 % 


Si le taux d'intérêt simple servi par un bon de maturité 50 jours vaut 
G % par an énoncé en convention NJE/360, on en déduit que le taux 
d’escompte commercial correspondant annualisé en convention NJE/365 est 
égal à : 
Oa)6,08% Ob)6,03% Oc)5,95% © d)5,92% 


Un bon du Trésor d’une valeur nominale égale à 10 000 et de maturité 
48 jours, négocié au pays d’'Utopie au taux d’escompte commercial de 
4,00 % par an en convention NJE/360, vaut : 


© a) 9 946,37 © b) 9 946,67 © c) 9 946,95 © d) 9 950,33 
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Un bon du Trésor britannique de valeur nominale égale à 100 000 £ et 
de maturité 146 jours, négocié sur le marché secondaire au taux d'intérêt 
simple de 4 % par an en convention NJE/365, vaut : 


© à) 96 000,00 £ © b) 96 153,00 £ © c) 98 400,00 £ © d) 98 425,20 £ 


Si l'inflation a été de 3 % pendant l’année, le taux réel de rentabilité d’un 
placement de 2 000 € pendant un an sur un compte rémunéré au taux post 
compté de 6 % par an est approximativement égal à : 


Oa)2% Ob)3% 006% Od)9% 


David a placé 5 000 € pendant un an sur un compte rémunéré au taux 
post compté de 12 % par an et a choisi un prélèvement libératoire de 25 % 
au titre de l’impôt sur les revenus financiers. Si l’inflation a été de 5 % pen- 
dant l’année, le taux de rentabilité de son placement est approximativement 
égal à : 


Oa)2,86% Ob)291% Oc)297% © d) 3,81 % 


Une somme a été placée au taux d’intérêt simple i sur un compte blo- 
qué pendant 10 ans. Sachant que le taux d’escompte commercial servi sur ce 
compte pendant la 6° année est égal à 4 %, le taux d’intérêt à (en % par an) 
vaut : 


Oa)426% Ob)456% Oc)5,26% © d) 5,56 % 


Une banque a prêté un capital égal à 10 000 € à l’un de ses clients ; 
40 € ont été retenus au titre des frais d'ouverture du dossier. La somme finale 
à payer trois mois plus tard est de 10 200 €, comprenant les intérêts et une 
Assurance Décès-Invalidité (ADD) qui coûte 0,5 % du capital emprunté. 


1) Le coût total du crédit s'élève à : 

Oa)150€ Ob)160€ Oc)200€  O© d) 240€ 
2) Le coût du crédit s'élève à : 

Oa)150€ Ob)160€ Oc200€  O© d) 240€ 


3) Le taux d'intérêt nominal de ce prêt, annualisé en convention commer- 
ciale, est égal à : 


Oa)6,00% Ob)602% Oc)6,14% © d)9,99% 


4) Le taux de revient de ce prêt (hors ADI), annualisé en convention com- 
merciale, est égal à : 


Oa)6,00% Ob)602% Oc)6,14% © d) 9,99% 
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Le taux de rémunération réel d’un investissement est : 


© a) un taux calculé en prenant en compte les flux de trésorerie réels tandis 
qu'un taux nominal prend en compte une estimation de ces flux 


© b) un taux calculé en prenant en compte tous les frais (fiscalité, commis- 
sions, etc.) tandis qu’un taux nominal n’en tient pas compte 


© oc) le taux minimum que investisseur est sûr d’obtenir tandis que le taux 
nominal est le taux maximum possible si tout se passe comme prévu 


© d) corrigé de l'inflation tandis qu’un taux nominal ne l’est pas 


On parle de déflation (ou d'inflation négative) dans un pays quand : 
© a) la plupart des prix diminuent de façon durable 
© b) les prix des denrées alimentaires de base diminuent 


© c) la production et de la consommation diminuent simultanément 


© dj il y a désinflation 


Une augmentation soudaine du taux d'inflation est une bonne nouvelle 
pour : 


O a) tous les salariés © b) les détenteurs de liquidités 
© c) ceux qui doivent de l'argent © d) ceux qui perçoivent une rente 
ñ 
ÉFLEXION 


* Pour quelle raison la rémunération du prêteur est-elle usuellement cal- 
culée à intérêts simples quand la période du prêt est inférieure à l’année ? 


* Pourquoi le taux de rémunération continu est-il égal au taux d’es- 
compte continu ? 


$ Pourquoi le taux d’intérêt nominal équivalent au taux d’escompte 
commercial lui est-il numériquement supérieur ? 


# Dans quelle unité s’'énonce un taux d’intérêt simple ? Même question 
pour un taux d’escompte commercial. 


$& Comment s'explique la variabilité des taux d’intérêt nominaux 
constatés en pratique ? 
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Esraai 
NTRAÎNEMENT 


1)$ Vous avez déposé 400 € sur un compte rémunéré ; un an plus tard 
vous disposez de 460 €. Quel est le taux d'intérêt servi par ce compte ? 
2)$ Quel est le taux mensuel de rémunération associé à un taux d’intérêt 
simple de 9 % par an ? Quel est le taux trimestriel de rémunération asso- 
cié à un taux d'intérêt simple de 6 % par an ? 


Le 1‘ janvier (1 = 0), Monsieur Martin a acheté 100 parts d’un FCP qui 
valait chacune 1 000 €. Pendant l’année, il a procédé aux dépôts et retraits 
suivants : 

— achat de 36 parts à 1 100 € le 1% avril (en 5 = 3 + 12 = 0,25), soit un 
nouvel investissement de 39 600 € ; 
— vente de 33 parts le 1% octobre (en 1 = 9 + 12 = 0,75) soit un retrait de 

29 040 €. 
1)$ Combien Monsieur Martin a-t-il encaissé le 1% janvier suivant s'il a 

vendu ses parts au prix de 1 280 € ? 


2)$ Quel est le taux de performance du fonds ? 


3)$ ‘Tracer le diagramme des flux de trésorerie affectant le compte de 
Monsieur Martin. 


$ Monsieur Durand a déposé 10 000 € le 26/05/2011 sur un compte 
rémunéré au taux d'intérêt « Euribor-3 mois ». Sachant que les taux Euribor 
s'énoncent en convention NJE/360, quel taux de rémunération payable à 
l'échéance sera appliqué le 26/8/2011 si le taux d’intérêt simple de référence 
vaut i = 1,433 % par an ? 


Quel sera le solde de son compte au 26/8/2011 ? 


#6 Sachant qu’au taux d'intérêt simple i, la valeur acquise par 1 000 € est 
égale à 1 100 € après une durée r (en années), quelle est la valeur acquise par 
une somme de 2000 € au taux d'intérêt simple 2 x i après 5 x r années ? 


Monsieur Martin a investi 10 000 € dans un portefeuille de valeurs 
mobilières qu'il a revendu 11 100 € trois ans plus tard. 


1)$ Quel a été le taux de rémunération payable à l'échéance ? 

2)$ Quel a été le taux d'inflation pendant cette période si l’indice des prix à 
la consommation est passé de 120,0 à 129,6. 

3)° Calculer le taux réel du placement de Monsieur Martin pendant les 3 ans 
si les plus-values sont soumises à un impôt libératoire de 30 %. 
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Une somme de 1 200 € a été remboursée 1 212 €, 45 jours après. 
1)$ Quel est le taux d’intérêt simple annualisé en convention NJE/360 ? 


2)$ Quel est le taux d’escompte commercial annualisé en convention 


NJE/360 ? 


#6 La rémunération post comptée de la banque serait égale à 210 € à la 
date de remboursement si Monsieur Durand empruntait aujourd’hui un 
capital Do ; la rémunération précompté de la banque ne serait que de 200 € 
s'il escomptait aujourd’hui un effet de valeur nominale D et de même date 
d'échéance. Que vaut cette somme Do si les taux pré et post comptés appli- 
qués par la banque sont équivalents ? 


2 


® Monsieur Martin a déposé 65 000 € sur un compte rémunéré ; 
56 jours plus tard il dispose de 66 500 € sur son compte. 


Calculer le taux d’escompte commercial annualisé en convention NJE/365. 
En déduire le taux d’intérêt simple correspondant. 


L'enchère de 96,2 % a été retenue lors de l’adjudication du lundi 
5/2/2007 d’un T-Bill à 26 semaines d’un montant nominal égal à 50 000 $. 
1)$ Combien faut-il payer ce bon du Trésor américain ? 


À quelle date et combien sera-t-il remboursé ? 


Pour vous aider. Un T-Bill à 26 semaines est adjugé par le Trésor américain 
un lundi et doit être réglé en date valeur du jeudi qui suit. 


Calculer le taux d’intérêt simple puis le taux d’escompte commercial corres- 

pondant à son achat annualisé en convention NJE/360. 

2)$6 Combien ce bon du Trésor a-t-il été payé en date valeur du 11/05/2007 
si le taux précompté annualisé en convention NJE/360 est égal à 6 % ? 
Quel est le taux de rémunération post compté annualisé en convention 
NJE/365 du vendeur qui a conservé ce bon depuis son émission jusqu'au 


11/5/2007 ? 
Le taux de rémunération (post compté) d’un placement réalisé dans le 
pays d’Utopie l’année dernière a été égal à 4 900 %. 
Le taux d'inflation dans ce pays ayant été de 7 900 % pendant l’année, quel 
a été le taux réel de rémunération du placement ? 
1)* Quel à été le taux d'inflation en France entre 1970 et 2010 si IPC 
a été multiplié par 6 pendant cette période ? 
2)$ À sa sortie de l'Université, en 1970, Monsieur Martin a été embauché au 
salaire mensuel de 3 275 francs (soit 6 000 € par an environ). 
En 2010, son salaire annuel est de 60 000 €. En 1970, son taux moyen 
d'imposition était égal à 10 % ; il est passé à 35 % en 2010. 
Quel à été le taux de croissance du pouvoir d’achat du salaire réel (net d’im- 
pôts) de Monsieur Martin ? 


D Intérêts composés 


L 
ESSENTIEL 


La capitalisation d'intérêts échus, appelée anatocisme par les juristes, est 
une convention régie par le Code civil qui en interdit l'usage à l'issue d'une 
période infra-annuelle. Il n'en est pas de même du Code de commerce qui 
ne limite pas l'utilisation de la formule des intérêts composés. Par ailleurs, 
la loi impose aux organismes de prêt de convertir les taux d'intérêt nomi- 
naux qu'ils proposent en taux effectifs, seuls directement comparables. 


1© Intérêts et escomptes composés 


1.1 © Intérêts composés m fois par an 


On dit qu’un capital est placé au taux d'intérêt i(”) composé m fois par an, 


1e 
pendant n périodes, chacune de même durée —, si sa valeur acquise au terme 
m 


du contrat est calculée en stérant n fois la capitalisation des intérêts au taux 
AU) 
i 


de rémunération post compté périodique 7} = —. 
m 


Les intérêts échus changent de statut à l’issue de chaque période de prêt 
puisqu’en étant ajoutés au capital à la période précédente (capitalisation), ils 
augmentent le montant des intérêts à payer à la fin de la période suivante 
(composition). 

Quand la fréquence annuelle m de composition des intérêts est un entier 
égal ou supérieur à 1, ces derniers sont capitalisés une ou plusieurs par an : à 
la fin de chaque mois si m = 12, à la fin de chaque trimestre si m = 4, etc. 
Quand cette fréquence est inférieure à 1, les intérêts sont capitalisés après 
plus d’un an ; par exemple à la fin de chaque période quadriennale si 
m=1l-+4. 


La valeur acquise par un capital Do prêté au taux d'intérêt i(”) composé m 


1 
fois par an, pendant n périodes de durée — s'obtient par récurrence. 
m 
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À l'issue de l’énième période, on obtient : 


jm) n 
An = Do (: + —) [5.1] 


On notera d’une part que cette formule (dite des intérêts composés en 
temps discret) n’est pas définie entre deux entiers consécutifs et d’autre part 
que la valeur acquise à l’issue d’un an (7 — m) est égale à : 


je \" 
Am = Do (1 + —| [5.2] 
m 


1.2 © Escomptes composés m fois par an 


, : ; Il 
La valeur actuelle A6 d’une somme À, disponible — année plus tard, est : 
m 


A 


— À0 = à si l’escompte est rationnel au taux i(") ; 
i 


1+— 
m 


A4} 


(n) 
A (1 _ —) si l’escompte est commercial au taux d("). 
m 


Composer l’escompte consiste à iérer périodiquement le calcul de la valeur 
actuelle d’une somme future disponible dans n périodes, chacune d’une durée 


1 
égale à —, en remontant dans le temps. 
m 
Un effet de commerce de valeur nominale 4,, escompté au taux rationnel 


i(M) composé m fois par an, a pour valeur : 


An-m = 7. me un an avant l'échéance et A9 = 7 
(: + —) (: + —) 
m m 


à la date présente. 


Un effet de valeur nominale A,, escompté au taux commercial d'”) com- 


| dem \" 
posé m fois par an, a pour valeur actuelle 4,_,, = A, (: ———}] unan 
m 


m 


dm) n 
avant l'échéance et Ao = À, (: _ —) [5.4] 


à la date présente. 


Les économistes pratiquent l’escompte rationnel, opération inverse de la 
capitalisation. Les commerçants et les comptables au contraire utilisent géné- 
ralement l’escompte commercial simple (cf TD 4 $ 4.2). 
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D’après [4.10], le taux post compté équivalent au taux précompté e est égal 


nan 1 1 , 
à:T— . Il en résulte que si 1— —— —e— = —, l’es- 
1—-e m 1+7 & 6m) 
1+— 
m 
; PAU) 
compte commercial au taux période précompté e = —— et l’escompte 
m 
| im) e : 
rationnel au taux post compté 7 = — — sont équivalents. 
m —e 


20 Formules standardisées 


2.1 © Taux d'intérêts équivalents 


Deux taux d’intérêt sont équivalents — equivalent interest rates — si, après 
un an, la valeur acquise par un capital est la même quand on utilise l’un ou 
l’autre. 


Deux taux d'intérêt simples i(”) et i ®, composés respectivement m et k fois 


jm) \" ON À 
par an, sont donc équivalents si : (1 + —) _ (1 + —) Bi 


L'équivalence de deux #aux d'escompte rationnels à") et i®, composés res- 
pectivement m et k fois par an, est définie de façon similaire et conduit à la 
même relation. 

On appelle taux d’intérêt effectif — Effective Annual Interest Rate (EAIR) — 
associé au taux d'intérêt à”) à composition m fois par an, le taux post compté 
équivalent, noté i, à composition annuelle. 


En posant k — 1 dans l'équation [5.5], on obtient : 
je \" 
i = (1 + —) — 1 [5.6] 


Ce taux d'intérêt effectif est également appelé taux d’escompte rationnel 
annuel. Les actuaires notent : 


— u, le facteur de capitalisation annuel : u = 1 +i [5.7] 
1 
— v, le facteur d’escompte annuel : QE … [5.8] 
i 


D'après [5.6], le facteur d’escompte rationnel annuel associé au taux d’in- 


:(m) —m 
i 
térêt i(") composé m fois par an vaut donc : v — (1 + —) [5.9] 
m 
Des fonctions préprogrammées permettent de calculer le taux d’intérêt 
effectif à associé au taux simple i(”) payable m fois par an à l’aide des 


machines à calculer financières ou d'EXCEL®. 
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2.2 © Formules des intérêts composés 


Quand un capital D, est prêté au taux d’intérêt simple i(”) composé m fois 
par an pendant un nombre n de périodes successives de durée 1 + m, cela 
signifie que l’emprunteur et le prêteur s'accordent pour calculer la valeur 
acquise à l’aide de la formule [5.1]. Chaque période élémentaire successive est 
mesurée en années : mois de 1 + 12 d’année, jours de 1 360 d’année, etc.). 


L'utilisation du taux d'intérêt effectif i, défini par l'équation [5.6], conduit 
je \" 
à écrire l'équation A, = Do (1 — —) sous une forme dite standardisée : 
m 


A(t) = Do(i +i)' [5.10] 


dans laquelle A(r) — A, désigne la valeur acquise par le capital prêté Do après 
n 
la durée = — du contrat mesurée en années. 


m 
Les mathématiciens prolongent la formule [5.10] où la durée est un nombre 
rationnel en temps continu (cf. TD 7) en utilisant la fonction exponentielle : 


A(t) = Do x e°*! [5.11] 
équation dans laquelle : Ô=In(1 +i) [5:12] 


est appelé taux d'intérêt continu constant équivalent au taux d’intérêt effectif i. 


Les équations [5.10] et [5.11], appelées formules des intérêts composés 
— compound interest formula — (en temps discret et continu) permettent alors 
de convenir d’un prêt pour une durée quelconque, non seulement entière ou 
rationnelle mais également... irrationnelle. 


Quand un effet de commerce de valeur nominale A, est escompté au taux 


s - ( 1 
rationnel i") composé m fois par an pendant n périodes de durée —, cela 
m 


signifie que l’emprunteur et le prêteur s'accordent pour calculer la valeur 
actuelle Ao, à l’aide de la formule [5.3]. 


L'utilisation du taux d'intérêt effectif à équivalent conduit à l’écrire sous une 
forme dite standard : 


Ao = At) x (1+i) [5.13] 


dans laquelle A(r) — A, désigne la valeur à encaisser après une durée égale à 
n 
t — — (mesurée en années). 
m 
Cette formule [5.13] se déduit de l'équation [5.10] par les règles mathéma- 
tiques du calcul exponentiel quand l’exposant f est fractionnaire. 
Les mathématiciens la prolongent également en temps continu (cf. TD 8) 
en utilisant la fonction exponentielle : Aÿ = A(t) x eŸ*! où Ô = In(1 + i) est 
le taux d'intérêt continu constant équivalent au taux d'intérêt effectif i. 
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2.3 © Taux d'escompte équivalents 


Deux taux d’escompte commerciaux sont équivalents — equivalent dis- 
count rates — si la valeur actuelle d’un effet à escompter est la même, un an 
avant son échéance, quand on utilise l’un ou l’autre. 

Deux taux d’escompte commerciaux d'”) et d composés respectivement 
m et k fois par an, sont donc équivalents si : 


m\m k 
ee sa 


On appelle taux d’escompte commercial effectif — effective annual dis- 
count rate — asSOCIé au taux précompté dom) à composition m fois par an, le 
taux d’escompte commercial équivalent, noté d, à composition annuelle. 

En posant k — 1 dans l'équation [5.14], on obtient : 


(m)\ "7 
a=i-(1-%) [5.15] 
m 


Le facteur d’escompte annuel associé au taux effectif d’escompte commer- 
cial d vaut donc : 


dm \" 
v=1-a=(1-T) [5.16] 
m 
Le taux d'intérêt effectif i équivalent au taux d’escompte commercial effec- 
| | 1 ANT 
tif d (défini par : vu = —— = 1-4), s'écrit : i — (1 _— —) — 1. 
l+i m 


Lorsqu'un effet de commerce de valeur nominale À, est escompté au taux 
d’escompte commercial dl”) composé m fois par an, cela signifie que 
l’'emprunteur et le prêteur s accordent pour le valoriser aujourd’hui à l’aide de 


1 
la formule [5.4] sil échoit dans n périodes de durée conventionnelle — 
m 


(en années). L'utilisation du taux d’escompte commercial effectif 


DS | , 
d=1- (: — —— | conduit à écrire cette formule de la façon suivante : 


m 
de \" 
A0 = À» (1 — —) = A,(1—d)! 
m 


\ n F LA 
où { — — est la durée (en années) de l’escompte. 
m 


Le taux d'intérêt effectif à équivalent au taux effectif d’escompte commer- 
cial d défini par v = 1 — d = ee permet ainsi également d'écrire la formule 
i 
de l’escompte commercial sous la forme : 


Ao = At) x (1+i) ! [5.17] 
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On notera que l'équation [5.17] est identique à celle obtenue pour l’es- 
compte rationnel (cf. [5.13]). 


2.4 © Formulaire 


Le tableau 5.1 présente les différentes formules rencontrées : 


Tableau 5.1 - Formulaire des intérêts composés 


Valeur acquise | A(r) = Ao x (1+i)' = Ape°*t 


Valeur actuelle | A, = A(t) x (1+i) = A(rje Ô*t 


Intérêts = A6 x [(+ i) — 11= Aofe*! — 1] 
e {Om \m ON — 
Equivalence 1+i={(1+—)|] — ee ps Ho = € 
entre taux 7 = 


Ao désigne le capital déposé à la date 0 sur un compte rémunéré au taux 
d'intérêt effectif i ou continu Ô = /n(1 +i). 


A(r) et 1 désignent respectivement le solde du compte et les intérêts échus 
à la date t. 


3© Comparaison entre taux 


3.1 © Taux d'intérêt 


L'équation [5.6] fait correspondre à un taux d'intérêt effectif à, un taux 
d'intérêt simple i(") à composition m fois par an équivalent : 


40) = m [+ - 1) [5.18] 


Des fonctions préprogrammées permettent de calculer ce taux d'intérêt 
simple i(”) à l’aide d’une machine à calculer financière ou d'EXCEL®. 

Ce taux i”) (considéré comme une fonction de la fréquence m de compo- 
sition des intérêts) forme une swite décroissante qui possède pour limite 


ô= lim i =/n(1 +i) quand m augmente indéfiniment. Cette limite est 
m—O0° 


la borne inférieure des taux d'intérêt nominaux équivalents au taux effectif 
discret i. 


Les taux simples équivalents à un taux d'intérêt effectif discret à fixé se clas- 
sent de la façon suivante : 


ô= limit" — In(l +i) <... < 60e OR TOR) ED TO) ES 
m—o 
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3.2 © Taux d'escompte 


L'équation [5.16] fait correspondre à un taux effectif d’escompte commer- 


cial d, un taux simple d(”) équivalent à composition m fois par an : 
dU = m [1 the a] 


Ce taux d(”) (considéré comme une fonction de la fréquence m de compo- 
sition des escomptes) forme une swite croissante qui possède pour limite 


ô= lim d( = —Jn(1 — d) quand m augmente indéfiniment. 
m— OO 


Cette limite est la borne supérieure des taux d’escompte commerciaux 
composés m fois par an équivalents au taux effectif discret d. 


En désignant par i le taux d’escompte rationnel équivalent au taux d’es- 
compte commercial d, on a : 


1 
v=1l-d= - et lim dU9 = In(1 +i) = 6. 
1+5i m— 00 


Les taux d’escomptes commerciaux simples équivalents au taux effectif dis- 
cret d fixé se classent donc de la façon suivante : 


d < d® < 4® < d0D < 462 < dE <.,, < lim 40 = —In(1 — d) = 6 


m— OO 


3.3 © Résumé 


Les différents taux nominaux d'intérêts et d'escompte équivalents au taux 
continu Ô = /n(1 +i) = —In(1 — d) vérifient les inéquations suivantes : 


d <d® <q4® < ad << 6=In(+i) <...<i02 <5® <iO c'; 


40 Taux d'intérêt spots discrets 


On appelle taux d’intérêt spot — spot interest rate — pour l'échéance fr, le 
taux d'intérêt effectif, noté oi, ou plus simplement i,, qui prévaut sur le mar- 
ché monétaire pour la maturité r. Le facteur de croissance correspondant est 
donc égal à : u(r) = (1+i,) = e*MA#i) 


En désignant respectivement par ii, i2, …, is, …., ir, les taux d'intérêt spots 
à lan, 2 ans, …, T années, 


— 1 + est la valeur acquise d’1 € placé maintenant pour un an, 
— (1 +)? est la valeur acquise d’1 € placé maintenant pour deux ans... 


— (1+ir)T est la valeur acquise d’1 € placé maintenant pour T années. 
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De façon symétrique : 
1 
1 +i] 


1 
esse est la valeur actuelle d’1 € disponible dans deux ans, etc. ; 
l 


1 6 : 
— ————; est la valeur actuelle d’'1 € disponible dans T années. 
(AHtr) 
Le graphique 5.1 présente les taux d'intérêt spots discrets sur titres d’État 
français au début des mois de janvier 2010 et 2011 pour des maturités com- 


prises entre 0 et 50 ans. 


est la valeur actuelle d’1 € disponible dans un an ; 


Taux i(t) 
(en % par an) 


4,00% 


8,00% 


2,00% 


1,00% 


Maturité t 
(en années) 


0,00% 


Source : Bloomberg 


Graphique 5.1 — Taux d'intérêt sur titres d’État français 


On trouvera une courbe récente des taux d'intérêt spots discrets sur titres 
d'État français sur le site Internet de l'agence France Trésor (AFT). 


On désigne par courbe des taux d’intérêt spots — yzeld curve où term 
structure of interest rates — la représentation graphique de la fonction 
itthi(t)=ù. 

On dit que la courbe des taux est normale — rormal-, inversée — inverted 
— ou plate — flat — selon que la fonction i est croissante, décroissante ou 
constante. 

On appelle taux d’intérêt à terme — forward interest rate — dans T années 


pour la durée r, noté ri, le taux d'intérêt effectif constant compatible avec la 
courbe des taux spots pour un emprunt entre les dates T et T +1. 
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L©Q Intérêts simples / composés 


Le tableau 5.2 compare le calcul à intérêts simples et à intérêts composés. 


Tableau 5.2 - Comparaison du calcul 
à intérêts simples et à intérêts composés 


Intérêts simples 


Intérêts composés 


Si le taux d'intérêt nominal est i("), le 
taux de rémunération pendant un mième 
; (n) 
l 


d'année) vaut : T= —. 
m 


Si le taux d'intérêt effectif est à, le taux 
de rémunération pendant un mème d'an- 


1 
née vaut : Tn = (1+i)m —1. 


Après un m°"e d'année, la valeur acquise 
par un capital Do placé à ce taux est : 


j Un) 
A(f) = Do(i + —) 
m 


Après un m°TE d'année, la valeur acquise 
par un capital Do placé à ce taux est : 


A() = Doi + i)m 


Le taux d'intérêt effectif du placement 


vaut : 
jm) \m 
= (14) — 1 
m 


Le taux d'intérêt nominal à composition 
m fois par an du placement vaut : 


50 = m [+ D — 1] 


Quand m — oo et il") = j est fixé, la 
limite du taux d'intérêt effectif i précé- 
dent vaut : sup = et —] 


Quand m — co, la limite du taux d'inté- 
rêt nominal i(”) précédent vaut : 
S=In(1+i) 


isup > i > Ô 


Le tableau 5.3 présente, pour des remboursements annuels (m = 1), semes- 
triels (m = 2), …, quotidiens (m — 365), 


: >. DrX ff. L / . 
— dans sa partie gauche, le taux d'intérêt effectif i = (1 + —) — 1 équi- 
m 


valent à un taux d'intérêt nominal i(”) égal à 100 % par an ; 


$ ' DAME ; , AL 
— dans sa partie droite, le taux d’intérêt nominal à") = m [ci +i)m — | 


équivalent à un taux d’intérêt effectif à égal à 100 % par an. 


On notera qu'au taux d'intérêt effectif de 100 % par an, un capital double 
tous les ans, quadruple tous les 2 ans, etc. 
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Tableau 5.3 — Taux effectifs et nominaux 


im) = 100 % par an i = 100 % par an 
(taux nominal) (taux effectif) 
Composition | m |Taux période, Taux effectif Taux période | Taux nominal 
:(m) ; Om) \ 
—. (14 ) 1 PR jo) = 
m m il 
. [a + — 1] 
annuelle 1 100,0% 00,0% par an 100,0% 100,0% par an 
semestrielle | 2 50,0% 25,0% par an 41,4% 82,8% par an 
trimestrielle | 4 25,0% 44,1% par an 18,9% 75,7% par an 
mensuelle 12 8,3% 61,3% par an 5,9% 71,4% par an 
hebdomadaire| 52 1,9% 69,3% par an 1,8% 69,8% par an 
quotidienne | 365 0,3% 71,5% par an 0,2% 69,4% par an 
continue —} OO | — 0,00% | is = 171,8% — 0,00% — 0—= 69,3% 
par an par an 


V 
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A. 


Le taux d'intérêt effectif équivalent à un taux nominal de 18 % par an 
composé mensuellement vaut : 


© à) 18,00 % © b) 19,36 % © ©) 19,56 % © d) 20,66 % 


Le taux d’intérêt nominal composé mensuellement équivalent à un taux 
effectif de 18 % par an vaut (en % par an) : 


© a) 12,49 % O b) 16,67 % O c) 19,56 % © d) 20,66 % 


À quel taux d'intérêt effectif est équivalent un taux d'intérêt nominal de 
5 % par an à composition trimestrielle ? 


Oa)499% Ob)509% Oc5,12% O d) 5,16 % 


À quel le taux d’intérêt nominal (en % par an) à composition journalière 
d’une année non bissextile est équivalent un taux d’intérêt nominal de 5 % 
par an à composition mensuelle ? 


Oa)499% Ob)509% Oc5,12% O d) 5,16 % 


À quel taux d'intérêt nominal à composition trimestrielle (en % par an) 
est équivalent un taux d’escompte commercial de 6 % par an à composition 
semestrielle ? 


O2a500% Ob)525% Oc5,50% O d)6,14% 


Quel est le taux d'intérêt effectif servi par un bon du Trésor de maturité 
1/4 d'année si son taux de rémunération précompté est égal à 1,25 % ? 


Oa)4,99% Ob)509% Oc5,12% O d) 5,16 % 


À quel taux d'intérêt nominal à composition quadriennale en % par an, 
est équivalent un taux d’escompte commercial de 10 % par an à composition 
trimestrielle ? 


© a) 12,49 % © b) 15,52 % © c) 15,56 % © d) 16,67 

À quel taux d'intérêt nominal (en % par an) à composition trimestrielle 
faut-il placer une somme 5 000 € pour qu’elle double dans 10 ans ? 
O3262% Ob)70% Oc72% © d)8,0 % 

À quel taux d'intérêt effectif faut-il placer une somme de 5 000 € pour 
qu'elle double dans 10 ans ? 
O32)6,0% Ob)70% Oc72% © d)8,0 % 

Un bon du Trésor remboursé dans 1/4 d’année cote 99 % ; quel est le 

taux d'intérêt effectif servi par ce bon ? 


Oa3,99% Ob)410% Oc)412% © d) 4,16 % 
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Monsieur Martin a effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 
rémunéré à intérêts simples au taux nominal de 12 % par an : le premier en 
t — 0 et le second en 1 — 1/2. 


À l'instant = 1, Monsieur Martin dispose donc sur ce compte de : 
O a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € 
© c) 10 932,04 € © d) 10 946,67 € 
Madame Dupond à effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 


rémunéré à intérêts composés au taux effectif de 12 % par an : le premier en 
t — 0 et le second en f = 1/2. 


À l'instant = 1, Madame Dupond dispose donc sur ce compte de : 
© a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € 
© c) 10 932,04 € © d) 10 946,67 € 
Mademoiselle Durand a effectué deux versements de 5 000 € sur un 


compte rémunéré à intérêts composés trimestriellement au taux nominal de 
12 % par an : le premier en r = 0 et le second en t = 1/2. 


À l'instant = 1, Mademoiselle Durand dispose donc sur ce compte de : 
O a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € 
© c) 10 932,04 € © d) 10 946,67 € 
Mademoiselle Simon a effectué deux versements de 5 000 € sur un 


compte rémunéré au taux d'intérêt continu constant 0() = 12 % par an 
(r > 0) : le premier en  — 0 et le second en t = 1/2. 


À l'instant = 1, Mademoiselle Simon dispose donc sur ce compte de : 
O a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € 
© c) 10 932,04 € © d) 10 946,67 € 
La valeur acquise par une somme S déposée il y a 6 ans sur un compte 


rémunéré à intérêts composés au taux effectif de 5 % par an est égale à 
10 000 €. Que vaut S ? 


© a) 13 000 €O b) 7 692 € O c) 7 462€ O d)7 408€ 

Si v = 0,9, que vaut i ? 

O3a)6,67% Ob)777% O c)11,11 % © d) 15,15 % 

Si v = 0,75, que vaut d ? 

Oa)13%  Ob)17% Oc25%  Od)33% 

d, d®, 6 et i® désignent 4 taux équivalents aux taux effectif de 12 % 
par an. L'une des expressions suivantes est exacte, laquelle ? 
Oa)d=1,12+12 Ob)d®=4(1-—1,12 !/# 

Oc6=el2 1] O dj) i® =4(1,12025) - 1 
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d, i®, 6 et i® désignent 4 taux équivalents au taux effectif de 6 %. 
L'une des expressions suivantes est erronée, laquelle ? 
O a) d=0,06+1,06 O b) i® = 2(1,06° — 1) 
O c) ô=In1,06 © d) i® =4 x 1,067 


Quelle formule permet de calculer les intérêts précomptés relatifs à une 
somme de 5 000 à encaisser dans 4 ans 1/2 si elle est escomptée au taux 
continu de 12 % par an ? 
© a) 5 000(1 — e-2.%4) © b) 5 000(1,1245 — 1) 
© c) 5000(e*°—1) © d) 5000(e2% — 1) 

Les intérêts à payer à l’issue d’un emprunt d’une durée d’un trimestre 
contracté au taux d'intérêt effectif à (i > 0) : 
© a) sont proportionnels au taux à 
O b) sont inférieurs aux intérêts qui seraient à payer si le taux à était simple 
© c) ne peuvent être calculés puisque la durée de prêt est inférieure à un an 


© dj) ne sont pas proportionnels au capital emprunté 


Monsieur Dupond a placé 20 000 € sur un compte rémunéré au taux 
effectif de 5 % sur lequel les intérêts sont crédités à la fin de chaque année. 
Les intérêts crédités à l’issue de la 10° année seront égaux à : 


O a)1 000€ Ob)1035€ Oc)1551€ © d)2578€ 


Si le taux spot à 3 ans est de 12 % par an et celui à 2 ans de 10 % par 
an, le taux à terme (forward) dans deux ans pour un an vaut : 


O23)37% Ob95% Oc)12,1% O d) 16,1 % 


David a placé 4 400 € sur un compte rémunéré pendant deux ans. 
Pendant la première année, ce compte sert un taux d'intérêt nominal à com- 
position trimestrielle égal à à puis, pendant la deuxième, un taux d’escompte 
commercial à composition trimestrielle aussi égal à à. Sachant qu’à l'issue des 
deux ans, David dispose de 4 842,32 € sur son compte, que vaut à (en % par 
an) ? 


O22,53% Ob)366% Oc)479% O d) 5,92 % 


Quel est le taux d’escompte nominal commercial d'® (en % par an) 
équivalent à un taux d'intérêt nominal à = 4% par an ? 


O à) 3,903 % © b) 3,916 % © c) 3,977 % © d) 4,321 % 


Si la valeur actuelle d’un effet de commerce de 5 000 € à encaisser dans 
5 mois (soit 5/12° d’année) est égale à 4 950 €, par quelle formule peut-on 
calculer le taux d’escompte commercial d® à composition trimestrielle ? 
© a) 4[1 — 99 + 100)%**] © b) 4f1 — 100 + 99)**$] 
O c) 4[1 — 99 + 100)%**] O d) 4f1 — 99 + 100)%*] 
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Jérémie a emprunté 12 000 € qu’il a remboursé à l’aide de deux verse- 
ments : un premier de 10 000 € à la fin de la 3° année et un second de 
5 000 € à la fin de la 6°. Le taux d’escompte commercial simple de cet 
emprunt (en % par an) est égal à : 


O3a)5,00% Ob)525% Oc5,50% O d) 5,75 % 


Jérémie a emprunté 12 000 € qu’il a remboursé à l’aide de deux verse- 
ments : un premier de 10 000 € à la fin de la 3° année et un versement de 
5 000 € à la fin de la 6°. Le taux d’escompte commercial effectif de cet 
emprunt (en % par an) est égal à : 


O3a)5,00% Ob)525% Oc5,50% O d) 5,75 % 


K 
ÉFLEXION 


Au pays d’Utopie, Monsieur Martin a reçu deux propositions pour 
emprunter 100 000 toupies remboursables in fine dans 10 ans. Une première 
société de crédit lui propose un taux de 12,04 % par an à composition tri- 
mestrielle tandis que la seconde lui propose un taux d’intérêt nominal de 
12,00 % par an à composition mensuelle. 


1)$ Quelle proposition est la plus avantageuse ? 


2)$$ Pourquoi la Loi impose aux sociétés de crédit de ne faire figurer sur 
leurs propositions que des taux effectifs ? 


3)$6 Pour un mathématicien, un taux d'intérêt effectif est un représentant 
d’une classe d'équivalence. Laquelle ? 


Après 4 ans les valeurs acquises par une somme de 10 000 € sur cinq 
comptes sont égales. Le premier est rémunéré au taux d'intérêt effectif à, le 
second au taux d’escompte commercial effectif d, le troisième au taux d’in- 
térêt continu 6, le quatrième au taux nominal d'intérêt i ® à composition tri- 
mestrielle, le cinquième au taux d’escompte commercial d'1? à composition 
mensuelle. Quelle inégalité lie ces 5 taux ? 


$® Déborah a contracté un emprunt de 3 600 € au taux nominal de 
15 % par an qu’elle doit rembourser 4 841,60 € zn fine dans deux ans. Quel 
est la fréquence de composition annuelle de son emprunt ? 


1)$$ Calculer la limite du taux d'intérêt effectif équivalent au taux d’in- 
térêt nominal i* quand la fréquence m de composition des intérêts augmente 
indéfiniment. 
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2)$ Au pays d’Utopie, une banque rémunère les dépôts de ses clients au taux 
nominal de 8 % par an sur un livret « Fidélité ». La composition des inté- 
rêts dépend du type des clients. Elle est annuelle pour les clients de type A, 
semestrielle pour les clients de type B, trimestrielle pour les clients de type 
C, mensuelle pour les clients de type D, continue pour les clients de type 
E (le personnel de la banque). 


Un client dépose 10 000 toupies sur un livret « Fidélité ». Calculer la 
somme dont il dispose dans chacun des cas À, B, C, D et E à l'issue d’un 
placement de 2 ans. 


Les sommes déposés sur le compte À sont rémunérées à intérêts simples 
au taux de 12 % par an. Les sommes déposées sur le compte B sont rémuné- 
rées au taux d’escompte commercial effectif de 12 % par an. Le taux d’inté- 
rêt effectif continu servi sur le compte € est de 12 % par an. Les sommes 
déposées sur le compte D sont rémunérées au taux d’escompte commercial 
nominal de 12 % par an composé mensuellement. Les sommes déposées sur 
le compte E sont rémunérées à intérêts composés trimestriellement au taux 
nominal de 12 % par an. 


Quel est le taux d'intérêt effectif servi par chacun de ces comptes ? 


Esraai 
NTRAÎNEMENT 


$ Une somme de 1 000 € a été placée au taux d’intérêt nominal de 6 % 
par an à composition mensuelle. Calculer la valeur acquise au bout de 5 ans. 


$ Une somme de 1 000 € a été placée au taux d’escompte commercial 
de 6 % par an à composition mensuelle. Calculer la valeur acquise au bout 
de 5 ans. 


$ Quelle est la valeur escomptée par une somme de 5 000 € disponible 
dans 6 trimestres si le taux d’escompte commercial à composition mensuelle 
est de 9 % par an. 


$ Quelle est la valeur escomptée par une somme de 5 000 € disponible 
dans 6 trimestres si le taux d’escompte rationnel à composition mensuelle est 


de 9 % par an. 


$ Une somme de 10 000 € a été placée sur un compte rémunéré au taux 
d’escompte commercial de 7,5 % par an à composition trimestrielle pendant 
la première année puis au taux d’intérêt de 7,5 % par an à composition tri- 
mestrielle pendant la deuxième année. Quelle est le solde du compte à la fin 
de la 2°de année ? 
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$ Une somme de 10 000 € a été placée sur un compte rémunéré pen- 
dant deux ans à intérêts simples au taux de 8 % par an puis encore pendant 
deux ans au taux d’escompte commercial de 6 % par an à composition men- 
suelle. Quelle est le solde du compte au bout des quatre ans ? 


$ Un emprunt remboursable in fine a été contracté pendant 4 ans au taux 
d'intérêt de 5 % par an. Ce taux est effectif pendant la 1" année, nominal à 
composition tous les deux ans pendant la 2° année, nominal à composition 
semestrielle pendant la 3° année ; continu pendant la 4° année. Quel est le 
taux effectif de l'emprunt pendant la période des 4 ans ? 


# Une société de recouvrement de créances a racheté 80 000 € le porte- 
feuille de créances impayées d’un cabinet de conseil. Elle à finalement 
encaissé 100 000 € (nets de frais), 1 an 1/2 après. À quel taux post compté 
à composition mensuelle applique, énoncé sur une base annuelle, a-t-elle 
rémunéré son activité ? 


$ Les taux spots à 1, 2 et 3 ans étant respectivement égaux à 2, 4 et 5 % 
par an, quel est le taux forward à 1 an dans 2 ans ? 


# David et Jérémie ont placé chacun 1 000 € pour deux ans sur un 
compte. Le compte de David est rémunéré au taux d'intérêt simple de 10 % 
par an, celui de Jérémie à intérêts composés au taux de 10 % par an. 


À la fin des deux ans, quelle est la différence entre les valeurs acquises sur ces 
deux comptes ? 


$ David a déposé 1 000 € sur un compte rémunéré à intérêts composés 
mensuellement à taux constant. Trois ans plus tard, il dispose de 1 400 € sur 
ce compte. Quels sont respectivement les taux d’intérêt nominal, effectif et 
continu servis par ce compte ? 


# Une somme a été déposée à la date 0 sur un compte rémunéré à inté- 
rêts composés au taux à pendant les 5 premières années puis au taux 2i pen- 
dant les années suivantes. Le solde du compte a augmenté de 209 % pendant 
les 10 premières années et de 1 262 % pendant les 20 premières années. De 
combien le solde du compte a-t-il augmenté pendant les 7 premières années ? 


#6 Si le taux d'intérêt nominal à composition mensuelle est 1 % plus 
élevé que le taux d’escompte commercial à composition mensuelle (c’est-à- 
dire si d2+;49 = 1,01), quel est le taux d'intérêt effectif de l'emprunt ? 


#6 Calculer 1%") sachant que d(") = 0,085256 et d2") = 0,085715. 


#6 Sur un compte À rémunéré, Monsieur Martin a déposé successive- 
ment dans l’année quatre fois une même somme égale à 1 000 les 1/1/2012, 
1/4/2012, 1/7/2012 et 1/10/2012. Le taux d'intérêt continu servi par ce 
compte était égal à 6 % par an pendant les trois premiers mois de l’année puis 
est passé à 6,35 % par an pendant le reste de l’année. 
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Par ailleurs, Monsieur Martin a déposé 4 000 le 1/5/2012 sur un compte B 
rémunéré au taux d’escompte commercial nominal j à composition bimen- 
suelle (i.e. tous les deux mois). Sachant que les durées sont calculées en 
convention 30/360 et que les soldes des deux comptes sont égaux en date 
valeur du 1/1/2013, calculer j. 
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L 
ESSENTIEL 


Le Code du Commerce précise ce qu'il faut entendre par valeur actuelle. Il 
distingue la valeur d'inventaire, estimée à l'arrêté des comptes et évaluée 
aux coûts historiques, de la juste valeur, constatée à tout instant sur un 
marché où par décision de justice. La loi de l'offre et de la demande justifie 
de recourir au calcul actuariel pour valoriser la plupart des actifs négociés 
sur les marchés. Le Code des Assurances encadre l'utilisation des taux 
d'actualisation qu'adoptent les sociétés d'assurances pour évaluer leurs 
engagements. 


1© Valeurs actuelles 


1.1 © Valeur actuelle 


La #héorie économique postule l'existence d’agents rationnels, capables cha- 
cun d’exprimer son indifférence entre une somme S1 à payer ou à recevoir à 
une date future et une somme présente So, appelée sa valeur actuelle — pre- 
sent value —. 


Conséquence : À une même somme future correspond, 4 priori, autant de 


valeurs actuelles équivalentes différentes qu’il y a d'agents rationnels. 
254 5 Si a D > . 
L'équation : a = ee — 1 définit le saux d'escompte rationnel a (cf. TD 2 
0 

$ 2.3), retenu par l'agent économique qui a exprimé son indifférence entre 
une somme future et une somme présente. On supposera dorénavant que ce 
coefficient, appelé son taux d’actualisation — discount rate —, est indépen- 
dant de la somme future envisagée et, par ailleurs, qu’il est d'autant plus élevé 
que la durée de la période est grande et que l’agent anticipe une inflation plus 


importante. 
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Le signe positif du taux d'actualisation implique l'inégalité : So < Si et 
révèle la préférence pour le présent — #ime preference — des agents rationnels 
dans leurs choix intertemporels. 


Quand on connaît le taux d’actualisation a d’un agent rationnel, on en 
déduit la valeur future S1 qu’il juge équivalente à une somme actuelle So par 
l'équation : $, = (1 +a) x So et inversement, la valeur actuelle So qu'il juge 

Si 
1+a 
La valeur actuelle d’une somme Sx disponible dans k périodes vaut : 


Sk 
So = —— = Se 
0 G+rap ‘# 


ax comme taux d'actualisation périodique constant pendant chacune des k 


équivalente à une somme future Si par l'équation : So = 


—kXrk 4 ; : ï . 
ouf un agent économique rationnel qui a retenu 
£ q 


sous périodes de même durée composant l’intervalle de temps [0, k]. Dans 
cette équation, rx = In(1 + ax) désigne le taux continu associé au taux d’ac- 
tualisation az ; tous deux s’'énoncent en % par période. 

Après avoir acquis un actif, un investisseur s'attend souvent à recevoir des 
rémunérations futures (coupons, dividendes, loyers). 

On s'intéressera au cas particulier de flux de trésorerie périodiques observés 
aux dates k = 0, 1,2, …, n sur le compte d’un investisseur qui se résument en 
une dépense initiale Do à la date O suivie de recettes S; aux dates 
k—1,2,...,n. Quand on connaît les taux d’actualisation périodiques ax 
(& = 1,2,..,n) choisis par cet investisseur, on en déduit la valeur actuelle 
qu'il attribue à l’ensemble des flux de trésorerie futurs par l’équation : 


. —rrxXk 
VA — Dar Qi — 2 x e [6.1] 


L'équation [6.1] est la formule fondamentale de l’actualisation 
— Discounted Cash Flow (DCE) formula —. Elle résume une séquence de flux 
de flux de trésorerie futurs par une valeur actuelle unique (VA) qui ne dépend 
que des taux d’actualisation périodiques retenus par l’investisseur. 

Deux sommes futures équivalentes à la date présente le sont à tout moment. 

Quand les taux d’actualisation périodiques sont indépendants de la matu- 
rité des sommes S4 envisagées aux dates k = 1,2, …, n, l'équation précédente 
s'écrit plus simplement : 


VA= PE DT [6.1] 


Dans cette dernière équation, r =/In(1+a) est le taux d'actualisation 
continu associé au taux discret périodique constant ax = a choisi par l’inves- 
tisseur. 
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1.2 © Valeur actuelle nette 
On appelle Valeur Actuelle Nette (VAN) — Ver Present Value (NPV) - d'un 


investissement envisagé par un agent économique rationnel, le solde d’un 
compte virtuel obtenu en actualisant tous les flux de trésorerie engendrés par 
sa décision d’investir. Selon son signe, l'investissement augmentera ou dimi- 
nuera le solde de ce compte calculé à ce taux. 


Dans le cas particulier considéré au $ 1.1, la valeur actuelle nette s'écrit : 


Sk 
VAN = Der. G+ DE — = -D+ sie [6.2] 


Conséquence : Pour un même projet d'investissement, il y a, 4 priori, autant 
de valeurs actuelles nettes différentes qu’il y a d’agents rationnels qui l’envi- 
sagent. 


1.3 © Valeur actuelle probable! 


Pour un financier, un projet d'investissement n’a de sens que sil rapporte 
plus qu’un placement sans risque. 


Même quand le taux d'actualisation az est fixé par un agent économique, 
Sk 


EE d’ 
TEFAL 


plusieurs raisons rendent incertaine la valeur actuelle Y4 = 


somme S4 prévue à l’encaissement ou au débit à la date k. 


L'incertitude de la variable Yz provient du flux futur S4 et de la date k qui 
peuvent toutes deux se révéler plus ou moins incertaines. Une rente viagère 
par exemple n’est versée que si l’assuré est encore en vie. La date k de verse- 
ment de la somme S4 n’est parfois pas respectée. Par ailleurs les sommes à 
rembourser prévues par un contrat ne sont pas payées quand l’emprunteur 
fait défaut. 

On appelle risque de défaut — defaulr risk — la probabilité qu'a un débiteur 
de ne pas payer la somme prévue. 

On appelle valeur actuelle probable (VAP) — Actuarial Present Value (APV) 
— d’une séquence de flux de trésorerie futurs aléatoires : S1, 52, ….,S,, prévus 
aux dates n°1, 2, …, n par un agent rationnel donné, l’espérance mathéma- 
tique de la valeur actuelle de ces flux évalués en utilisant les taux d’actualisa- 
tion retenus ce dernier : 


= Sk FA . 
VAP=E x ie) = e(> x) 


1 Ce paragraphe peut être ignoré des candidats à la licence. 
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20 Taux actuariel, prix de marché 


2.1 © Taux actuariel 


On appelle taux de rentabilité actuariel (TRI) — Yie/d To Maturity (YIM) 
— ou interne — /nternal Rate of Return (IRR) — d'un projet d'investissement, 
le taux d’actualisation z, quand il existe, qui annule la valeur actuelle nette de 
l’ensemble des flux de trésorerie qu’il engendre. 


Conséquence : Quand ce taux de rentabilité actuariel existe, il est le même 
pour tous les agents économiques (qu’ils soient ou non rationnels). 


Quand l'acquisition d’un actif (action, obligation, immobilier...) se résume 
à une dépense suivie de rémunérations futures, il existe un taux actuariel 
unique qui annule la valeur actuelle nette du projet si le total comptable des 
rémunérations est supérieur à la dépense initiale. 


La valeur actuelle nette d’un actif XYZ est nulle pour tous les agents ration- 
nels qui choisissent ce taux de rentabilité actuariel comme taux d’actualisa- 
tion. 


L'existence d’un taux de rentabilité actuariel z unique pour un actif XYZ 
implique celle d’un prix de marché — market price — qui réalise un équilibre 
entre la demande et l’offre. Les investisseurs rationnel qui choisissent un taux 
d'actualisation inférieur à ce taux, appelé taux de rentabilité exigé — 
Required Rate of Return (RRR) — par l’ensemble des investisseurs, souhaitent 
l'acheter au prix du marché, ceux qui choisissent un taux supérieur ou égal 
souhaitent au contraire le vendre à ce prix. 


La différence entre le taux de rentabilité actuariel et celui de l'actif sans 
risque est appelée prime de risque — risk premium — de l'actif considéré. 


2.2 © Décomposition d'un prix de marché 


Co; C1 et di désignent respectivement les cours d’un actif XYZ observés lors 
de deux jours de bourse consécutifs et la rémunération éventuelle nette de 
frais (dividende dans le cas d’une action, coupon dans celui d’une obligation, 
loyer dans le cas d’un bien immobilier) réglée en date valeur du jour n°1. 

L'indice de rentabilité et le taux de rentabilité actuariel valent respective- 


ment : 


di+c 


di +c d C1 — CO 
HSE et a = IR -1= : LES) 
0 


co Co co 
D'après le théorème des valeurs intermédiaires l’équation : 
di C1 
= ss 
[+7  1+2z: 


Co [6.3] 


définit le taux de rentabilité actuariel z1, exigé par le marché, à partir des prix 
co et c1 ainsi que de l’éventuel dividende d; si co < di +c1. 
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Les investisseurs rationnels qui choisissent un taux d’actualisation égal ou 
inférieur à z1 envisageront donc d’acheter l’action XYZ au prix co. 


2.3 © Généralisation 


On désigne respectivement par co et c, les cours d’un actif XYZ observés à 
la date initiale 0 et n jours boursiers plus tard, et par dy la rémunération éven- 
tuelle versée en date valeur du jour n° k (k = 1,2, …. n). Pour les mêmes rai- 
sons que précédemment, si co < dj + cn, l'équation : 


RE 
Cl At) A+ 7 A+ A+za) 


[6.4] 


Co 


définit un taux de rentabilité actuariel z1 périodique (énoncé en % par jour) 
à partir des prix de marché co et c1 ainsi que des éventuels dividendes dy 
(k = 1,2, n) distribués en date valeur n° k. 


Les investisseurs rationnels qui choisissent un taux d’actualisation égal ou 
inférieur à z1 envisageront donc d’acheter l’action XYZ au prix co. 


D’après [6.4], pour déterminer le taux de rentabilité actuariel z1 d’un actif 
XYZ, il faut disposer d’un nombre de valeurs futures impressionnant : son 
prix cn lors de l’énième séance boursière ainsi que la suite di, d2, …, dy, …, du 
des rémunérations versées éventuellement aux dates n° 1, 2, .…., n. Pour ten- 
ter de progresser dans cette voie, il faut manifestement envisager des hypo- 
thèses simplificatrices radicales. 

Une première hypothèse consiste à supposer que la date de revente est suf- 
fisamment lointaine pour que le dernier terme de l’équation [6.4] soit négli- 
geable. Cette condition conduit à une équation dans laquelle n'apparaît plus 
que des rémunérations nettes futures (dividendes, loyers.) : 


di di dy dn 


ee ee ae qu 


Co 


Une seconde hypothèse consiste à imaginer des schémas raisonnables sus- 
ceptibles de décrire l’évolution des rémunérations, objet des deux paragraphes 
qui suivent. 


2.4 @ Rémunérations constantes 


Pour simplifier, on raisonne ici en utilisant une périodicité annuelle et on 
suppose que : 


— le taux de rentabilité actuariel de l'actif XYZ, exigé par le marché et 
énoncé sur une base annuelle, est connu (égal à z) ; 


— la date de revente est suffisamment lointaine pour que le dernier terme de 
l'équation [6.4] soit négligeable ; 


— la rémunération d est constante, perçue à la fin de chaque année. 
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La formule [6.5] est alors une série géométrique convergente dont la limite 


vaut : Co = — 
ré 


Supposer que la rémunération annuelle est constante implique que le cours 
de l'actif XYZ l’est aussi : 


d 
Co = CI = == 


[6.6] 


Les investisseurs rationnels qui choisissent un taux d’actualisation égal ou 
inférieur à z envisageront donc d’acheter l’action XYZ au prix co. 


2.5 © Rémunérations variant à taux constant 


Pour simplifier, on raisonne encore ici en utilisant une périodicité annuelle 
et on suppose que : 


— le taux de rentabilité actuariel de l'actif XYZ, exigé par le marché et 
énoncé sur une base annuelle, est connu (égal à z) ; 


— la date de revente est suffisamment lointaine pour que le dernier terme de 
l'équation [6.4] soit négligeable ; 


— le taux de progression (positif ou négatif) g des rémunérations dy 
(&—1,2,..n) versées comme précédemment en fin d’année est 
constant. La A" rémunération se déduit alors de la précédente par 
l'équation de récurrence : 


de = (A + g) x dx-1 et s'écrit : dy = (1 + 8)! x di où di est celle qui 
sera distribuée à la date 1. 


La formule [6.5] s'écrit encore sous la forme d’une série géométrique : 


__ d A+ g)di (+8) 'di 
Cd+z A+» 7 (1 +2) 


Co 


qui est convergente si et seulement si g < z. Sa limite vaut alors : 


di 
Zz —S£ 


[6.7] 


CO — 


Les investisseurs rationnels qui choisissent un taux d’actualisation égal ou 
inférieur à z envisageront donc d’acheter l’action XYZ au prix co. 


; | di sf à | à ue 

L'équation : z = — +g déduite de [6.7] interprète le taux de rentabilité 
Co 

actuariel z comme la somme du taux de rendement rapporté à la valeur ini- 

tiale pendant la première période et du taux de croissance g de la rémunéra- 


tion annuelle. 
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; . ns do X (1 + | 
L'équation [6.7] peut également s'écrire : co = HE E) en faisant appa- 
Z—£ 
A / / . Ge. 8e / \ di 
raître une rémunération initiale égale à : do = a 
& 


On retrouve la formule [6.6] en posant g = 0 dans l’équation [6.7]. 

L'équation [6.7] se transpose sous les mêmes hypothèses à la date & — 1 de 
dk 

z—£g 

L'hypothèse de croissance des dividendes à taux constant 


la façon suivante : cx_1 = 


[dx = (1 +8) x dx_1] entraîne que le taux de croissance du prix de marché de 
> . n : = da Ck dy+1 
l'actif est également aussi celui du dividende car : —— — FE l+8g. 
Ck-1 k 
Toutes ces formules dites de Gordon-Shapiro (— Gordon formulas —) n'ont 
un intérêt pratique que si Les hypothèses suivantes sont réalistes : 


— HI : L'investisseur est capable de déterminer le taux de rentabilité actua- 
riel z constant exigé par le marché pour l'actif XYZ ; 


— H2 : Les rémunérations distribuées (nettes de frais) évoluent à un taux de 
croissance annuel g (g < z) constant ; 


— H3 : La durée n de détention de l'actif est suffisamment grande pour que 
1 À ; 
le nombre (2) soit négligeable par rapport à 1 et pour que la valeur 
z 
actuelle du prix c, de revente le soit également. 


Les trois hypothèses précédentes étant irréalistes sur le marché des actions 
(cf. question 46), la formule [6.7] n’a guère d’intérêt pratique pour évaluer 
leurs cours. Comme on le verra dans les nombreux exercices proposés dans ce 
TD, elle offre cependant un cadre théorique utile pour apprendre à raison- 
ner. 


Les formules [6.4] et [6.6] sont par contre intéressantes d’un point de vue 
théorique et pratique. 


La première est un cas particulier d'utilisation de la formule fondamentale 
de l’actualisation [6.1] appliquée par exemple pour valoriser les obligations 
sur les marchés (cf TD 9). 

La seconde relie la valeur d’un capital (la propriété des murs d’un magasin, 
par exemple) à son revenu annuel (loyer commercial) en euros constants. 

Le modèle de Gordon donne alors une information très précieuse puisqu'il 
évalue le taux de rentabilité actuariel qu’engendre l'achat d’un local commer- 
cial à partir de sa valeur de marché et des loyers (nets de frais) à encaisser. 
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3 © Rentabilité actuarielle 


3.1 © Taux de rentabilité actuariel 


On désigne par taux de rentabilité effectif annualisé - Annual percentage 
yield (APY) - d’un investissement dont la juste valeur passe de A5 à A; pen- 
dant la période [0, 1] de durée conventionnelle f (en années) le taux de 
rémunération équivalent annuel i défini par l'équation : 


1 
| Ai’ 
= (2) _: [6.8] 


La mesure de la performance annuelle moyenne d’un OPC pendant une 
période donnée (OPCVM, OPCIH, cf. $ 2.4 du TD 1 et $ 4.2 du TD 2) 
consiste à calculer le taux annuel moyen de croissance de chacun des euros 
gérés par le fonds. 

Le point de vue d’un investisseur est différent. Ce dernier tient compte de 
l’évolution de son compte qui passe de A6 à A1 mais également des flux de 
trésorerie qui l’affecte. 

Chaque investisseur peut se demander à quel taux actuariel ont été rému- 
nérées les sommes investies en tenant compte d’une part des rémunérations 
reçues qu’il peut réinvestir de façon plus ou moins avisée, et d’autre part, des 
dépôts et des retraits qu’il a décidés de faire. 

Quand il existe, ce taux de rentabilité actuariel z, appelé - Money-weigh- 
ted rate of return (MWRR) — par les anglo-saxons est solution de l'équation 
suivante : 


“CR CF, CF, CE, A 
QG +2t Gr A+ 7 (+ A+? 
[6.9] 
dans laquelle CF, (k = 1,2, …, n) désignent les différents flux de trésorerie 
aux instants : f1, >, …, f repérés en années depuis la date origine. 
La formule : 


! 


z 


L 3 rémunération & retraits — 3° dépôts [6.10] 


avoir moyen sur le compte 


fournit une approximation du taux de rentabilité actuariel z. 


On notera que ce taux de rentabilité actuariel est le taux de rémunération 
constant de toutes les sommes déposés ou retirées du compte de l'investisseur 
pendant une période donnée. 


3.2 © Rentabilité réelle 


On peut également se demander à quel taux actuariel ont été rémunérées 
les sommes investies depuis la date initiale 0 en raisonnant en ewros constants, 
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c'est-à-dire en corrigeant les flux de trésorerie de l'inflation. Quand il existe, 
ce taux Z, appelé taux de rentabilité réel — real rate of return —, est solution 
de l'équation suivante : 


CF: CF: CF* CF* A 
A0 = l 2 +... +, ,+ + [6.11] 
(EE Cle) (ER m4 A+z}r (A+2)7 
où CFX (k= 1,2, ...,n) et AŸ désignent les flux de trésorerie corrigés de l’in- 
flation. 


V 


© TD 1 Prérequis 
© TD 2 Taux de variation 
© TD 5 Intérêts composés 
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À 


Au pays d’Utopie, le taux d’intérêt servi par les bons du Trésor d'échéance 
un an, était l’année dernière égal à 2,00 % ; le taux de rentabilité actuariel des 
obligations du Trésor de maturité 10 ans s'élevait à 4,55 % et celui des actions 
de la société XYZ à 12,75 %. L'indice des prix à la consommation est passé 
de 160,0 au début de l’année à 164,0 à la fin de l’année. L'année passée, au 
pays d'Utopie : 

1) la prime de risque des actions XYZ était égale à : 

Oa)6,52% Ob)820% O c) 10,54% © d) 10,75 % 

2) le taux d'inflation valait : 

Oa)1,46% Ob)200% Oc)2,50% © d) 4,00 % 

3)% le taux d'intérêt réel servi par les bons du Trésor d'échéance un an valait : 
© a) — 0,50 % © b) —-0,49 %O c) 2,00% © d) 4,50 % 

4)$ le taux de rémunération réel des obligations à 10 ans valait (en % par 
an) : 

Oa)2,00% Ob)205% Oc)2,55% © d) 6,00 % 

5)$ le taux de rémunération réel de l’action XYZ valait (en % par an) : 


© à) 10,00 % © b) 10,75 % © c) 12,00 % © d) 12,75 % 


Si le taux d'actualisation retenu par un investisseur est égal à 25 % par an, 
le facteur d’escompte qu’il applique à une somme disponible dans un an 
vaut : 


O à) 0,20 © b) 0,25 ©:€):0,75 O dj) 0,80 


Si la valeur actuelle d’un euro à recevoir dans 5 ans est égale à 0,20 € pour 
un investisseur rationnel, un euro disponible aujourd’hui vaut pour lui, dans 
5 ans : 


Oa)1,20€ Ob)350€ Oc)5,00€ O© d)6,50€ 


Si le taux de rentabilité actuariel exigé par le marché pour les actions d’une 
entreprise est supérieur au taux d’actualisation de M. Martin, cela devrait 
inciter : 
© a) les actionnaires de l’entreprise à les vendre car la situation ne peut durer 
© b) Monsieur Martin à acheter des actions de cette entreprise 
© oc) les salariés de l’entreprise à demander une augmentation de leurs salaires 


© d) AMF à procéder à des vérifications approfondies des comptes de la 
société de cette entreprise 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


TD 6@ Actualisation 101 


La société ABC distribue chaque année, à ses actionnaires, un dividende 
qui augmente de 6 % par an ; le prochain, de 1 € par action, sera distribué 
dans un an. Selon le modèle de Gordon, si le taux de rentabilité actuariel 
exigé par le marché des actions ABC est de 11 % par an, leur cours devrait 
s'établir en bourse à : 


O a) 16,00€ O b) 16,67 € © c) 20,00€ © d) 22,50 € 


La société BCD distribue chaque année, à ses actionnaires, un dividende 
qui diminue de 4 % par an ; le prochain, de 2 € par action, sera distribué 
dans un an. Selon le modèle de Gordon, si le taux de rentabilité actuariel 
exigé par le marché des actions BCD est égal à 12 % par an, leur cours devrait 
s'établir en bourse à : 


O a) 12,50€ O b) 16,00 € © c) 22,80€ O© d) 25,00 € 


La société CDE distribuera à ses actionnaires un dividende de 1,75 € par 
action dans trois ans et aucun d'ici là. Les prochains versés aux dates anni- 
versaires dans 4, 5, … ans, augmenteront de 5 % par an. Selon le modèle de 
Gordon, si le taux actuariel de rentabilité des actions CDE exigé par le mar- 
ché est égal à 12 % par an, leur cours devrait s'établir en bourse à : 


O a) 18,50€ O b) 19,09 € © c) 19,93€ O© d) 25,00 € 


Selon le modèle de Gordon, on doit s'attendre à une baisse du prix de l’ac- 
tion de l’entreprise DEF si : 


© a) le taux de rentabilité actuariel exigé par le marché augmente 
© b) l'indice de la bourse où est cotée l’action baisse 
© 0) les actionnaires de l’entreprise conservent leurs titres plus longtemps 


© d) le dividende versé par action augmente 


Pour établir la formule de Gordon, on ne tient pas compte du prix de 
revente de l’action car : 


© a) on suppose que la société disparaîtra un jour ou l’autre 
© b) on suppose que le cours de revente deviendra négligeable 
© c) on ne saura plus à qui appartient l’action 


© d) on suppose que la valeur actuelle du prix de revente deviendra négli- 
geable 


Dans quel(s) cas le modèle de Gordon ne peut-il pas être utilisé pour 
évaluer une action ? Quand le taux de croissance des dividendes est : 


I. négatif ; 

IT. nul ; 

III. supérieur au taux de rentabilité actuariel exigé par le marché de l’action. 
Oa)I © b) I Oc)letIll © d)letIll. 
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La société EFG annonce qu’elle distribuera chaque année, à ses action- 
naires, un même dividende de 3 € par action et le 1° dans un an. Selon le 
modèle de Gordon, si le taux de rentabilité actuariel exigé par le marché de 
ses actions est égal à 10 % par an, leur cours en bourse devrait s'établir à : 


er Pr Ob)28€ Oc29€ © d) 30€ 


Les actions de la société FGH cotent aujourd’hui 30 €. Le dividende 
distribué annuellement augmente de 4 % par an et le prochain sera distribué 
dans un an. Si le taux de rendement de cette action rapporté au cours initial 
est de 5 % cette année, le dividende versé dans 6 ans sera égal à : 


Oa)1,80€ Ob)1,82€ Oc2,01€ O d)2,10 € 


L'action de la société HIJ cote 100 €. Le prochain dividende de 4 € par 
action sera distribué dans 1 an ; il augmentera ensuite à chaque date anni- 
versaire au taux constant de 12 % par an. Selon le modèle de Gordon, le taux 
de rentabilité actuariel exigé par le marché des actions de cette société devrait 
être égal à : 


Oa)4% Ob)5 % O 08% O d) 16% 


L'action de la société IJK cote 30 € et le taux actuariel de rentabilité 
actuariel exigé par le marché pour ses actions est égal à 14 % par an. La 
société vient de distribuer un dividende annuel égal à 2 €. D’après le modèle 
de Gordon, le taux de croissance supposé constant des dividendes versés 
chaque année aux dates anniversaires, vaut : 


© a) 4,500 % O b) 5,625 % © c) 6,667 % © d) 6,875 % 


Le taux de rentabilité actuariel exigé par le marché des actions de la 
société JKL est égal à 15 % par an. Cette entreprise distribuera à la fin de l’an- 
née un dividende de 0,25 €/action puis un autre de 4 €/action à la fin de 
l’année suivante ; les dividendes distribués annuellement aux dates anniver- 
saires augmenteront ensuite de 5 % par an. D’après le modèle de Gordon, le 
cours de cette action devrait être égal à : 


O à) 32,00 € O b) 32,50 € © c) 35,00€ © d) 36,00 € 


La société KLM versera un dividende de 4 € par action dans un an ; ce 
dernier augmentera ensuite chaque année à taux constant. L'action cote 
aujourd’hui 40 €. D’après le modèle de Gordon, combien cette action 
devrait-elle valoir dans un an si le taux de rentabilité actuariel exigé par le 


marché des actions KLM est égal à 15 % par an ? 
O à) 38,10 € © b) 40,00 € © c) 42,00 € © d) 45,00 € 


La société LMN distribue chaque année un dividende en quatre verse- 
ments trimestriels égaux versés terme échu. Cette année ce dividende a été 
fixé à 4 €/action. D’après le modèle de Gordon, si le dividende annuel aug- 
mente de 2 % par an et que le taux de rentabilité trimestriel exigé par le mar- 
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ché pour les actions de cette société est de 3 %, leur cours devrait s'établir 
aujourd’hui 1‘ janvier à : 


O a) 36,95€ O b) 37,85 € © co) 38,75€ © d) 39,65 € 


Une entreprise envisage d’investir une somme de 150 000 € aujourd’hui 
qui devrait rapporter 80 000 € l’année prochaine puis 120 000 € l’année 
suivante. Quel est le taux actuariel du projet, énoncé sur une base annuelle, 
si ces deux rémunérations seront encaissées en milieu d’année ? 


Oa140% Ob)148% Oc)156% © d) 16,4% 


Toutes choses égales par ailleurs, la valeur actuelle d’un actif est d’autant 


plus grande : 

— [. que le taux de rentabilité actuariel retenu pour l’évaluer est plus élevé ; 
— IL. que le taux de croissance des rémunérations futures est plus grand ; 

— IL. que les rémunérations futures sont incertaines ; 

— IV. qu'il est conservé plus longtemps. 

© a) I & IT sont vraies © b) I, II & II sont vraies 

© oc) IT et IV sont vraies © dj) seule IT est vraie 


Paul a investi 100 000 € il y a deux ans dans un fonds. Aujourd’hui, 
1% janvier, le solde de son compte est égal à 103 992 €. II n’a effectué qu’un 
retrait de 8 000 € en date valeur du 1° avril de la première année. Juste avant 
ce retrait, le solde de son compte s’établissait à 103 000 €. Sachant la per- 
formance réalisé par le gestionnaire du fonds pendant la deuxième année est 
égal au taux actuariel de rémunération des sommes confiées pendant la 
1" année, ce taux vaut (en % par an) : 


O3a)6,00% Ob)625% Oc6,50% O d) 6,75 % 


Mademoiselle Durand souhaite acquérir une voiture. Un premier ven- 
deur lui propose un rabais égal à 20 % si elle paie comptant ; après discus- 
sion il lui propose une ristourne de 5 % si elle paie dans deux ans. Si 
Mademoiselle Durand est indifférente entre ces deux options, son taux d’ac- 
tualisation constant, énoncé sur une base annuelle, est égal à : 


Oa) 5 % Ob)7 % 009% Od)11% 


Monsieur Martin a évalué à 5 000 € aujourd’hui un actif qu'il pourra 
revendre 5 000 + S euros dans trois ans et qui lui rapportera S euros à la fin 
de la 1" année et encore S euros à la fin de la seconde. Si les taux d’actuali- 
sation (énoncés sur une base annuelle) retenus par Monsieur Martin pour les 
maturités de 1 an, 2 ans et 3 ans sont respectivement de 2, 4 et 5 % par an, 
S vaut : 


Oa)246€ Ob)256€ Oc26€ Od)276€ 
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Pendant les soldes, le gérant d’un magasin offre à ses clients soit un 
rabais au taux e soit de ne payer leurs achats que dans deux mois au prix affi- 
ché. Les clients qui choisissent un taux d’actualisation de 8 % par an sont 
indifférents entre ces deux options si e est solution de l'équation : 


Ode(i+)=0s obu-e(i+)=09 


1 1 
O c)e x 1,086 = 0,9 O d) (1—e) x 1,086 = 0,9 


Monsieur Martin a placé 9 000 € dans un fonds en début d’année. Le 
gestionnaire a annoncé une performance de 16 % pour l’année dans sa lettre 
d’information publiée au début de l’année suivante. Pendant l’année, 
Monsieur Martin n’a effectué qu’un seul prélèvement en date valeur du 1° 
avril pour acheter un lave-linge séchant à sa femme. Quel était le solde du 
compte de Monsieur Martin au 31 mars de l’année si le taux actuariel de son 
investissement pendant l’année s'est élevé à 20 % et que le solde de son 
compte était égal à 8 500 € le 1° janvier de l’année suivante ? 


O à) 8 500€ O b)9 700 € © c) 10 800 € © d) 11 900 € 


Monsieur Martin a déposé 40 000 € sur un compte rémunéré il y a 
deux ans. Au début de l’année dernière, il a encore déposé 20 000 €. La per- 
formance du gestionnaire du fonds a été de -10 % pendant la première année 
et de 60 % pendant la deuxième année. 


1)$ Pendant ces deux ans, la performance annuelle moyenne obtenue par le 
gestionnaire du fonds a été égale à : 


Oa)20,0% Ob)227% Oc)25,0% © d) 26,7 % 


2)$ Pendant ces deux ans, le taux de rentabilité actuariel de l’investissement 
de Monsieur Martin, énoncé sur une base annuelle, est égal à : 


Oa)20,0% Ob)227% Oc)250% © d) 26,7 % 


Mademoiselle Durand a construit un portefeuille en achetant 1 000 
actions de l’entreprise XYZ qui cotaient 25,00 €. Cette société verse un divi- 
dende constant égal à 1 € par action à la fin de chaque année. 


À la fin de la première année l’action cote 31,25 €. Mademoiselle Durand a 
réinvesti les dividendes reçus en rachetant les actions de l’entreprise et financé 
l'achat de 400 actions supplémentaires. À la fin de la seconde année, elle a 
revendu toutes ses actions au prix de 30,00 €. Le taux de rentabilité actua- 
riel de ses investissements pendant cette période de deux ans, énoncé sur une 
base annuelle, est égal à : 


Oa)8,45% Ob)9,10% O© c) 10,58 % © d) 10,96 % 
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1. Un organisme de crédit a estimé à 5 % le risque de défaut annuel d’un 
certain type de client. En supposant l’indépendance de l'évènement « être en 
défaut » d’une année à l’autre, quel est le risque de défaut d’un tel client pour 
un remboursement in fine dans 3 ans ? 


O a) 5,00% © b) 10,00 % © c) 14,26 % © d) 15,00 % 


2. En cas de bonne fin, Monsieur Martin peut prêter 980 € et être rem- 
boursé 1 100 € un an plus tard. Que vaut la probabilité de défaut de l’em- 
P P 
5 >. » A . . / \ 
prunteur si le taux d'intérêt effectif sans risque est égal à 7 % ? 


Oa)1,67% Ob)267% Oc)3,67% O d) 4,67 % 


K 
ÉFLEXION 


1)$ Pourquoi l’existence d’un contrat de prêt sans frais pour l’emprun- 
teur ni risque de défaut pour le prêteur, supposés tous deux rationnels, 
implique que le taux d’actualisation choisi par le prêteur est inférieur ou égal 
au taux de rémunération convenu dans le contrat, qui lui-même est inférieur 
ou égal au taux d'actualisation choisi par l’'emprunteur ? 


2)$ Pourquoi peut-on dire qu'un prêt est un contrat gagnant-gagnant ? 


À quelles difficultés majeures un analyste financier est-il confronté sil 
souhaite évaluer, à l’aide de la formule fondamentale du calcul actuariel, la 
valeur d’une entreprise : 


1)$ non coté en bourse que ses créateurs ont décidés de céder ? 

2)$ innovante qui détient plusieurs brevets prometteurs mais qui ne vend 
encore rien ? 

3)® déficitaire et dont l’avenir est incertain ? 


4)$ en restructuration ? 


1.6 Si le taux de rentabilité actuariel des bons du Trésor à 52 semaines est 
égal à 5 % par an, quel est le risque de défaut d’une entreprise si elle doit 
emprunter à un taux d'intérêt effectif de 8 % pour cette même maturité ? 


2.66 Les taux d'intérêt servis par les BTAN à un an et à 2 ans sont res- 
pectivement égaux à 5 et 6 % par an. Les taux d’intérêt que doit payer l’en- 
treprise XYZ pour emprunter pour ces mêmes maturités sont respectivement 
de 6 et 8 % par an. Quel est le risque de défaut de l’entreprise XYZ pour un 
emprunt forward dans un an pour un an ? 


1 Cette question peut être ignoré des candidats à la licence. 


2 Ibid. 
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1, Un organisme de crédit propose un taux d'intérêt d'autant plus élevé à 
un emprunteur éventuel que ce dernier présente un risque de défaut plus 
important. Un taux d’intérêt minimum égal à 4,5 % par an est accordé aux 
clients qui ne présentent aucun risque de crédit. Cet organisme emprunte lui- 
même à taux d'intérêt égal à z = 3,6 % par an à condition de déposer, en 
garantie, sur un compte rémunéré à 3 % par an, un montant égal à 
8 % des sommes empruntées. 
1)$ Quel est le taux de rentabilité d’un prêt accordé pour un an à un client 
qui ne présente aucun risque de crédit ? 

2)$ On désigne par Ri le taux aléatoire de rémunération d’un prêt consenti 
à un client présentant un risque de défaut p = 1 %. 
Calculer l'espérance et la variance du taux de rentabilité R; si la société 
prête à son client à un taux d'intérêt i = 5,9 % par an. 


3) L'organisme de crédit a consenti 900 prêts, chacun d’un nominal de 
1 000 €, à des clients présentant tous indépendamment un risque de 
défaut p = 1 %. 
a)$$ Quelle est la Loi suivie par le nombre X de clients qui rembourseront 
leurs emprunts dans un an ? Par quelle loi continue peut-on l’approxi- 
P Œ P PP 

mer ? Quelle est la loi du taux de rentabilité R;6, des 900 prêts accor- 
dés à ces clients ? 

b)$$ Montrer que la probabilité pour que le taux de rentabilité des prêts 
accordés à cette population de clients risqués soit inférieur au taux d’in- 
térêt minimum égal à 4,5 % fixé par l'organisme de prêt, est inférieur à 
1%o. 
La performance obtenue par le gestionnaire d’un fonds a été de 100 % 

pendant le premier semestre et de - 25% pendant le second. 
1)$ Quelle est la performance annuelle du fonds ? 


2) Un investisseur a investi 500 € au début du premier semestre puis 
1 000 € au début du deuxième. 


a)$ Quel est le solde de son compte à la fin de l’année ? 
b)$ Quel est le taux actuariel des placements réalisés par cet investisseur ? 
c)$ Commenter les résultats obtenus au 1) et au 2) b). 

1)$ Monsieur Martin envisage d’acquérir des locaux commerciaux 


situés à Paris dont le loyer commercial net de charges payable terme échu est 
d = 120 000 €. 


En supposant que ce loyer (en euros constants) reste inchangé au cours du 
temps, quelle est la valeur actuelle des murs du magasin sil choisit 


! Cette question peut être ignoré des candidats à la licence. 
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z = 6,25 % par an ? Par quel coefficient multiplicateur passe-t-on du loyer 
annuel au prix de marché des murs du magasin ? 


2) On appelle rapport Cours/Bénéfice (C/B) — Price Earning Ratio (PER ou 
P/E) -, un coefficient qui rapporte le prix de marché d’un actif à son béné- 
fice net annuel. 


a)$ On désigne respectivement par di et Eo le dividende par action (qu’on 
pourra supposer distribué dans un an) et le bénéfice (annuel) par action 


(BPA) — Earning per share (EPS) —. 
d d 
Comment les comptables appellent-ils les rapports L et 1 — ? 
; 0 
b)$ Si on adopte le modèle de Gordon pour évaluer le prix de marché © 
des actions de la société XYZ, quelle relation lie le PER au taux de crois- 
sance g des dividendes supposé constant, à son taux de rentabilité actua- 
riel z exigé par le marché et au taux de distribution des bénéfices ? Quel 


est Le sens de variation du PER en fonction de celui de ces variables ? 


c)$ Le cours des actions de l’entreprise XYZ relevé sur le marché est de 
40 € et le bénéfice net par action relatif aux douze derniers mois s’est 
élevé à 5 € par action. Sachant que le prochain dividende distribué s’élè- 
vera à 2 € par action, quel est le taux de distribution ? Quel est le taux 
de rétention ? Quel est le PER des actions de l’entreprise XYZ ? 


Si l’entreprise XYZ annonce que les bénéfices augmenteront de 9 % par 
an, quel devrait être le cours c1 de l’action en bourse dans un an si son 
PER est invariant ? Quel serait le taux de rentabilité actuariel obtenu par 
un investisseur qui achèterait des actions de l’entreprise XYZ pour les 
revendre dans un an ? 

d)$ Monsieur Martin doit-il acquérir des actions de l’entreprise XYZ si 
son taux d'actualisation est égal à 14,5 % par an ? Même question s'il se 
contente de 13,5 % par an seulement ? 


Sa décision d'investir est-elle très sensible à ce taux ? 


Era 
NTRAÎNEMENT 


L'entreprise de chauffage Martin commercialise deux contrats d’entre- 
tien pour des chaudières à gaz, renouvelables par tacite reconduction. Le pre- 
mier est annuel au prix de 180 €. Le second est bisannuel (une fois tous les 
deux ans) au prix de 340 €. Dans les deux cas les paiements se font d’avance. 
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1)$ Que peut-on dire du taux d'actualisation relatif à la 1"° année d’un client 
rationnel qui, pour entretenir sa chaudière, n’a pas de préférence entre les 
deux contrats précédents ? Calculer le taux continu r correspondant. 


2 a) Que peut-on dire du taux d’actualisation pendant la 1" année d’un 
client rationnel qui préfère payer tous les deux ans ? 


b)$ Même question, tous les ans. 


& Lina a essayé aujourd’hui 1% avril un chemisier qui lui plaît beaucoup. 
Pour la décider, la vendeuse lui propose soit de le payer au comptant avec une 
remise de 12 % soit de payer plus tard à l’aide de 4 chèques chacun d’un 
montant égal au quart du prix affiché qui seront mis en banque à la fin des 
4 prochains trimestres. Si Lina choisit de payer à crédit, que peut-on dire de 
son taux d'actualisation ? 


David à investi 10 000 € dans un fonds le 1‘ janvier, puis 4 000 € le 
15 mars, 16 000 le 1° juin, et enfin 15 000 le 1‘ octobre. Juste avant ces 
dépôts le solde de son compte était respectivement égal à 8 000 €, 16 000 € 
et 35 000 €. Le 30 juin le solde de son compte était égal à 31 500 €. 
1)$ Calculer la performance réalisée par le gestionnaire du fonds pendant le 
1% semestre. 
2) On suppose que l'indice de performance réalisée par le gestionnaire du 
fonds au 2° semestre est égal à celui du 1% semestre. 


a)$ Calculer le taux de performance annuel du fonds. 
b)$ Calculer le solde S du compte de David à la fin de l’année. 


Jérémie a investi 100 000 € dans un fonds le 1° janvier. Les relevés de 
compte trimestriels qu’il a retrouvé dans son tiroir font apparaître un solde 
égal à 160 000 € le 1 avril, de 130 000 € le 1% octobre et de 130 000 € 
en fin d’année. 

Durant l’année, Jérémie a effectué deux opérations sur son compte : un dépôt 
de 50 000 € le 31 mars et un retrait de 30 000 € le 30 septembre. 
1 a)$ Calculer les soldes du compte de Jérémie au 31 mars et au 30 sep- 
tembre juste avant qu'il procède aux deux opérations. 
b)$ Calculer la performance réalisée par le gestionnaire du fonds pendant 
l'année. 


2)$ Calculer le taux de rentabilité actuariel obtenu par Jérémie. 


Cet exercice a pour but de vérifier numériquement s'il est raisonnable 
ou non de négliger la valeur de revente d’une action dans le cadre du modèle 
de Gordon (cf hypothèse H3 au $ 2.5 de ce TD). 

On suppose ici que le cours de l’action de la société XYZ et les dividendes 
distribués en fin d’année, en une seule fois, augmentent au rythme de 8 % 
par an ; le premier dividende distribué sera de 1 € dans un an. 
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1 a)* D’après le modèle de Gordon, quel devrait être le cours en bourse de 
l’action si le taux de rentabilité actuariel exigé par les investisseurs est de 
12 % par an ? 


b)$ Quels seront les dividendes versés dans 1, 2, 3, 10 et 20 ans ? 
c)® Quels seront les cours de l’action dans un 1, 2, 3, 10 et 20 ans ? 


2 a)* Trois investisseurs ont acheté simultanément des actions XYZ et pro- 
jettent de les conserver respectivement 1, 2 et 3 ans. 


D’après le modèle de Gordon, à quel cours ces trois investisseurs ont-ils 
acheté cette action si le taux de rentabilité actuariel exigé de l’action par 
le marché est égal à 12 % par an. 


b)$$ En utilisant le modèle de Gordon, calculer les parts que représentent 
respectivement la valeur actuelle de l’ensemble des dividendes et du prix 
de revente de l’action dans sa valeur actuelle pour un investisseur qui 
projette de la conserver 1, 2, 10, 20 et 50 ans. 


Un investisseur envisage d'acquérir des locaux commerciaux pour un 
montant de 1,2 million d’euros pour les revendre 5 ans plus tard. Les loyers 
seront payables terme échu et couvriront exactement les dépenses pendant les 
cinq prochaines années. Ils dégageront ensuite des excédents à la fin de la 
G° et de la 7° année respectivement égaux à 20 000 € et à 25 000 €. 


Les loyers annuels nets de charges augmenteront ensuite indéfiniment au 
taux de 2 % par an. On suppose que le prix de marché des locaux commer- 
ciaux est égal à la valeur actuelle des loyers futurs nets de charges, actualisés 
au taux de 8,25 % par an. 


1)$% Quelle sera la valeur de revente des locaux commerciaux à la fin de la 
5° année ? 
2 a)$ Quelle sera le taux de rentabilité actuariel z de l’opération avant impôts 
» 
b)$ Quel sera le taux de rentabilité actuariel z’ de l’opération si les plus- 


values sont soumises à un impôt libératoire au moment du paiement au 
taux de 25 % ? 


c)$ Quel sera le taux réel de rentabilité actuariel z” de opération si les 
plus-values sont soumises à un impôt libératoire au taux de 25 % et si 
l'inflation est constante égale à 4 % par an ? 


Monsieur Martin envisage d’acheter une obligation du Trésor rembour- 
sable 1 000 € dans 3 ans qui lui rapporterait 50 € d'intérêts à la fin des trois 
années. 
1)$ À quel prix Monsieur Martin serait-il prêt d’acheter cette obligation si 

ses taux d'actualisation à 1 an, 2 ans et 3 ans sont respectivement égaux à 
3, 4 et 5 % par an. 


2)$ Quel est le taux actuariel de rentabilité de ce titre financier sil cote 
1 020 € en bourse ? 
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Le 1% janvier Monsieur Durand a investi 100 000 € dans un fonds. 
Le 30 avril le solde de son compte était égal à 120 000 € ; il y a rajouté le 
1° mai une certaine somme. Le 31 octobre le solde de son compte était égal 
à 100 000 € ; il a retiré 40 000 € le 1° novembre. Le 1° janvier suivant son 
compte était créditeur de 65 000 €. 
1)$ Sachant que le taux de rémunération des sommes confiées au gestion- 
naire s’est avéré nul, calculer la somme qu'a déposé Monsieur Durand sur 
son compte le 1° mai. 


2)$ En déduire la valeur approchée du taux actuariel de rémunération des 
sommes que Monsieur Durand a déposé sur son compte pendant l’année. 


#6 Suite de la question 34 du TD 4. 


Calculer le taux actuariel de rentabilité des sommes confiées par Monsieur 
Martin au fonds commun de placement à l’aide de la calculatrice TI BAII 
Plus. Même question à l’aide de la formule d’approximation [6.10] du cours. 


Suite de la question 36 du TD 1. 


Le tableau 6.1 présente l’évolution du solde du compte de M. Martin géré 
du 1 8 
par son banquier l’année dernière. 


Tableau 6.1 - Évolution du compte de M. Martin 


Date Solde Flux de trésorerie 
1 janvier 75 000 
31 mars 90 000 
167 avril + 2 700 000 
80 septembre 2 600 000 
187 octobre — 2 500 000 
31 décembre 125 000 


M. Martin a hérité de 2,7 millions d’euros qu’il a déposé sur son compte en 

date valeur du 1% avril. Il a retiré 2,5 millions d’euros en date valeur du 

1* octobre pour acheter un appartement à Paris. 

a)$ Calculer le taux de rentabilité actuariel obtenu par M. Martin. 

b)$ Comparer ce taux à celui de la performance calculée par le gestion- 
naire du fonds (cf. question 36 du TD 1). Comment s'explique cette dif- 
férence ? 
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Sur le marché des « futures », on peut acheter aujourd’hui des barils de 
Brent pour une livraison dans 1, 2, 3 et 4 ans respectivement au prix de 110, 
100, 95 et 90 dollars. Sur le marché monétaire, les taux spots à 1, 2, 3 et 
4 ans, énoncés sur une base annuelle, sont respectivement de 2,5 %, 3 %, 
3,5 % et 4 %. 

a) Quelle est la valeur actuelle de l’achat de quatre barils de Brent à livrer le 
1* dans 1 an, le 2° dans 2 ans, le 3° dans 3 ans et le 4° dans 4 ans. 

b)$ Un contrat swap permet de remplacer l’achat d’une certaine quantité à 
un prix variable par un achat à prix fixe appelé prix du swap. Quel est le 
prix d’un swap pour une livraison de cette quantité dans 1, 2, 3 et 4 ans ? 


SIDA 


7 Rentes constantes 


L 
ESSENTIEL 


Une rente est une chronique de flux financiers considérée comme pério- 
dique par les parties concernées. Une rente résulte par exemple d'un juge- 
ment (pension alimentaire...), d'un contrat (bail de location, prêt..), d'une 
disposition testamentaire (legs...), etc. Compte tenu de l'organisation de la 
vie sociale au rythme du calendrier civil, la période d'une rente est en pra- 
tique une fraction d'année (semestre, trimestre, mois..). Pour définir une 
rente, il convient de préciser les montants et, pour lever toute ambiguïté, 
les dates de versement. L'analyse d'une rente consiste à déterminer soit 
son taux actuariel quand on fixe sa valeur à une date donnée soit, inverse- 
ment, son évolution à une date donnée quand on fixe son taux actuariel. 


1©@ Concepts et définitions 


1.1 © Vocabulaire et notations 


Les différents flux de trésorerie périodiques, classés dans l’ordre chronolo- 
gique, forment une suite mathématique, appelée rente — variable annuity —, 
dont le terme général sera noté ax (k = 1,2...). Par commodité, on désigne 
par annuité — annuity payment | — l’un des éléments de la suite même si ce 
mot peut sembler impropre quand la périodicité n'est pas annuelle. Il n’y a 
toutefois aucune objection à lui substituer « semestrialité », « trimestrialité », 
« mensualité »… 

La date du versement à l’intérieur des différentes périodes — payment inter- 
vals — prévues par le contrat est souvent précisée en utilisant l’une des deux 
expressions : payable à terme échu — payable in arrears — où payable terme 
à échoir (c’est-à-dire d'avance) — payable in advance —. 


l« Annuity » désigne une rente constante, c'est-à-dire un ensemble d’annuités égales. 
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L'expression payable terme échu signifie que l’analyse de la rente a été effec- 
tuée en supposant que les versements auront lieu à la fin des différentes 
périodes, et la seconde payable terme à échoir, au début de chacune. 


Une rente est : 


— temporaire — #emporary variable annuity —, quand le nombre d’annuités 
est fini. Si a, est la dernière annuité non nulle, on a donc dans ce cas : 
a =0Vk>n. 


— perpétuelle — perpetuity —, quand ce nombre est infini. 
L'étude des rentes viagères — life annuity — liées à la vie d’une personne ne 
sera pas abordée ici. Elle utilise des tables de mortalité, un vocabulaire, des 


notations spécifiques et fait appel au calcul des probabilités car à la souscrip- 
tion, le nombre de versements est incertain. 


On précise qu'une rente est générale — general annuity —, quand sa période 
ne coïncide pas avec celle du taux d’intérêt convenu pour l’évaluer et simple 
— simple annuity — dans le cas contraire. Si une rente est générale, il suffit de 
calculer un taux période équivalent pour se ramener à une rente simple. 


On notera : 


— z, le taux de rentabilité actuariel de la rente (i quand les versements sont 
annuels) et Ô = In(1 + z), le taux actuariel continu équivalent ; 


— 0, la date choisie pour origine de la rente ; 
— n, le nombre de périodes (mois, trimestres.) du contrat ; 
— Ao, sa valeur actuelle à l'origine ; 


— A), sa valeur acquise à la fin de la dernière période envisagée. 


On dit qu'une rente (cf. figure 7.1) est : 
— différée — deferred annuity — quand la date choisie pour origine sur l'axe du 
temps précède de plus d’une période le 1° versement ; 


— immédiate — annuity-immediate — quand cet instant est placé wne période 
exactement avant le 1° versement ; 


Origine d’une rente payable d'avance 
Origine d'une rente anticipée d’une durée 0”>0 
Origine d’une rente immédiate 


Origine d'une rente différée d'une durée 0>0 


Figure 7.1 — Vocabulaire lié au choix de l’origine d’une rente 
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— payable d'avance — annuity due — quand cet instant correspond à la date 
du 1% versement ; elle est anticipée quand l’origine précède de moins 
d’une période le 1% versement. 


On notera qu’en choisissant la période de la rente (année, semestre, tri- 
mestre, etc.) pour unité de durée sur l’axe du temps, la date #7 (k = 1,2,..., n) 
du versement de la k°”* annuité (a) coïncide avec l’indice k utilisé si la rente 
est immédiate. Dans le cas d’une rente payable d’avance, les différentes dates 
sont respectivement : 0, 1,2..., n —1. 

La valeur actuelle d’une rente différée ou anticipée se déduit de celle de la 
rente immédiate correspondante, notée Ao, en utilisant l’équivalence des 
capitaux au taux actuariel z. La valeur à l’origine d’une rente différée d’une 
durée 0 est ainsi égale à : Ag x eŸ*X6 = A5 x (1+2) 4. 


1.2 © Formules générales 


On considère ici une rente temporaire immédiate composée de n annuités 
dont les montants ai, … ax, … an sont versés respectivement aux instants 


ls QE foure 7, 


D’après la formule fondamentale du calcul actuariel (cf [6.1] du TD 6), si 
z désigne le taux actuariel période de la rente, sa valeur actuelle vaut : 


An=al+9  hollea ts. LalLo ts, also? [(7i 


n 


soit : 40 = Dr = Du xt 


k=1 
à ne , — 
équation dans laquelle v — Lie désigne le facteur d’actualisation constant 
z 


périodique, associé au taux actuariel z. 


La valeur acquise A, de la rente à la date n, à la fin de l’énième période (.e. 
à la date du dernier versement a;) sen déduit par l’équation 
An = Ào X (1 +<) 


À.=ù, 48-0140 "2..4a.0142) 4 4æt42) a (+42) (72] 


n 


n 
soit : ÀAy = x x (1+ 2) = Da x eitr-0) 


k=1 k=1 
Ce TD 7 est consacré aux rentes constantes — annuity —, composées de ver- 
sements périodiques d’un même montant. 
L'analyse d’autres rentes, utiles à connaître au niveau d’un master de 
finance, feront l’objet du TD 8 dans lequel on s’intéressera à : 
— celles dont les annuités sont en Progression Arithmétique (24) — arith- 
metic payment annuity — ; 
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— celles dont les annuités sont en Progression Géométrique (PG) — geo- 
metric payment annuity — ; 


— celles dont les annuités sont tellement fréquentes qu’elles peuvent être 
modélisées en temps continu. 


Le terme général d’une rente en progression arithmétique s'écrit 
a =P+(k-1)xQ,k=1,2,..,n, expression dans laquelle a; = P 
désigne la première annuité et Q la raison de la progression. 

Le terme général d’une progression géométrique s'écrit 
a = a x q"1,k=—1,2,..n, expression dans laquelle a désigne la première 
annuité et g la raison. Quand on fixe le taux de croissance de la progression 
géométrique : g—=qg—1, la km annuité s'écrit également 
a = a x (1+g} 1, Ce type de rente a déjà été entrevue au TD 6 pour valo- 
riser une action dont le dividende variait à taux constant. 


20 Valeur acquise 


2.1 © Coefficient de capitalisation 
La valeur acquise par une rente immédiate constante s'obtient en reportant 
l’annuité ax = a (k = 1,2, …, n) dans l'équation [7.2]. On reconnaît alors la 
somme des n premiers termes d’une suite en progression géométrique de 
premier terme a et de raison 1 +2 : 


(+z)"-1 
À ——— 
Z 


An = siz£0 [7.3] 


Si z = 0, la valeur acquise A, = a x n est la somme des annuités à verser. 


Le coefficient de capitalisation à appliquer à l’annuité constante a pour cal- 
culer la valeur acquise de la rente est noté : 


(+z)}" -1 
Srz — = [7.4] 
re 
Quand il n’y a pas de confusion possible concernant le taux actuariel z de 


la rente, on notera plus simplement sy ce coefficient ; d’où : 4, = a x sx. 
si peut s’écrire : 
AD 1 


— soit sous la forme réduite précédente : 53 = =————— ; 
& 


— soit sous une forme dite développée : sy = 1+(1+27)+ … +(1+2)"7l 


Interprétation. 5,1, est la valeur acquise à la date du dernier versement, au 
taux actuariel période z, d’une rente immédiate temporaire d’un euro pen- 
dant n périodes. 
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(+z)" -1 


Quand z est fixé, 5: = =1+A+HD + + (+2) est 


une fonction croissante du nombre n de périodes de la rente et quand n est 
fixé, 54, est également une fonction croissante de la variable z. 

La valeur acquise par une rente immédiate constante, à la date n du dernier 
versement, est ainsi d'autant plus é/evée que sa durée est longue et que le taux 
actuariel z est grand! 

La valeur acquise A4’, par une rente constante versée #erme à échoir corres- 
pond à celle d’une rente :mmédiate, dont les caractéristiques sont identiques, 
capitalisée à la date n + 1 ; on obtient : 


1 nm] 
A = An X (LH = à x (+ D OS soit : 4j, = à x (4 2) x Sn 
On notera : 
È 1+z)}" -1 
Sa = (1 +2) x TE +2 x 54 [7.5] 


le coefficient de capitalisation d’une rente versée terme à échoir, c’est-dire la 
valeur acquise, au taux actuariel z, par une rente constante de nr annuités d’1€ 
payées à la fin de chacune des périodes. 

Calculer un coefficient de capitalisation est devenu un jeu d’enfant depuis 
qu'on dispose de calculatrices financières ou de micro-ordinateurs ! À la fin 
du XX° siècle, il fallait encore se servir de tables financières. 


2.2 © Problèmes liés à la valeur acquise 


Le montant du capital accumulé A, par une rente immédiate constante 
lorsqu'on connaît a,z, et n fait l’objet de la formule [7.3] 
date 
DR À, 
& 
de l’une d’entre elles implique la connaissance des trois autres. 


An = = a X Sn4 ; elle lie 4 valeurs : À,, a, z, et n. La recherche 


Lorsqu'on fixe la valeur acquise À, prise à la date n par une rente immédiate 
constante, juste après le dernier versement, on peut se poser trois autres types 
de problèmes : 


° Problème de type 1 : Le taux actuariel étant égal à z, quelle annuité de mon- 
tant a doit-on verser, terme échu, pour capitaliser une somme 4,, lors de 
l’énième paiement ? 

Solution : Connaissant A,, z et n, on en déduit a à l’aide de l'équation : 
À 


Z 
a= ——=A,x 


Sn CR | [7.6] 


° Problème de type 2 : Le taux actuariel discret étant égal à z, combien d’an- 
nuités de montant a doit-on verser terme échu, pour se constituer un 
capital 4, ? 
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Solution : Connaissant 4,, z et a, on en déduit n par l’équation : 


An XZ 
don nr GR MATE [7.7] 
— a n en 1C : RE ne . 
Z = en déduit : n Éd 


L'équation [7.7] n'ayant pas de solution entière, ce deuxième problème ne 
peut être résolu sans être adapté. 


En pratique, on transforme le problème posé : 


— soit en augmentant ou diminuant le capital A, dont on veut disposer à la 
date n en retenant l’une des deux valeurs entières approchées qui enca- 
drent la solution obtenue à l’aide de l’équation [7.7] ; 


— soit en modifiant la dernière annuité a, en gardant toutes les autres 
constantes égales à la valeur a spécifiée par le problème, de façon à par- 
venir à la valeur acquise A, à la date n ; 


— soit en adoptant une autre annuité constante légèrement différente de 
celle spécifiée par le problème et qui conduise à la valeur acquise voulue. 

° Problème de type 3 : À quel taux actuariel z doit-on capitaliser n annuités 
de montant a, versées terme échu, pour se constituer un capital 4, ? 


Solution : A,, n, et a étant connus, z est racine de l’équation « en z » sui- 
vante : 


ax(1+z}'—-A4,xz-a=0 [7.8] 


Il faut donc chercher une racine d’un polynôme du énième degré. Cette 
résolution nécessite une calculatrice ou un ordinateur disposant d’une fonc- 
tion préprogrammée spéciale ou d’un « solveur ». 


3 © Valeur actuelle 


3.1 © Coefficient d'actualisation 
La valeur actuelle d’une rente immédiate constante égale à a se déduit de sa 
valeur acquise (cf. [7.3]) en utilisant l’équation : A, = A6 x (1 +2)". 


Si z # 0, on obtient : 
21 — (+2) ” 


z 


Ao = [7.9] 


Si z = 0, la valeur actuelle est la somme des annuités à verser : A) =axn. 
Le coefficient d'actualisation à appliquer à l’annuité constante a pour calcu- 


ler la valeur actuelle est noté : 


1-(1 Et 
diz = ——— [7.10] 
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Quand il n’y a pas de confusion possible concernant le taux actuariel z de 
la rente, on notera plus simplement a ce coefficient et on a : A6 = a x ay. 
ai peut s'écrire : 

— soit sous la forme réduite précédente : an = EE ; 

— soit sous une forme dite développée : 


an = (+2)! +(1+22+.+(1+2)" 


Interprétation. a est la valeur actuelle, au taux actuariel période z, d’une 
rente immédiate temporaire d’un euro versée pendant n périodes. 
On écrira également ce coefficient sous la forme : 
RS CS 
Be : Rs 


désigne le facteur d'actualisation périodique associé au taux actuariel z et 6 le 


taux continu équivalent [ô = In(1 + z)]. 


Relation entre les coefficients d'actualisation et de capitalisation an et sy. 


L'égalité des valeurs actuelles : a x (142) 7" x 53 = a x a conduit à : 


je es = v's;j (an est la valeur actuelle de s;) [7.11] 


Sù = A +2)" x an = u" x an (sa est la valeur acquise par a) [7.12] 


Quand z est fixé, 


—n 
Qilz — EE = (+2) l+(1+2)72 +.+(1+2)" 
est une fonction croissante du nombre n de périodes de la rente et quand n 
est fixé, ce coefficient est une fonction décroissante de son taux actuariel z. 

La valeur actuelle d’une rente constante est ainsi d’autant plus grande que sa 
durée n est longue et que le taux actuariel période z est faible. 

Calculer un coefficient d’actualisation est devenu un jeu d’enfant depuis 
qu'on dispose des calculatrices financières ou de micro-ordinateurs ! A la fin 
du XX siècle, il fallait encore se servir de tables financières. 

Il suffit de tracer le diagramme des flux pour constater que la valeur actuelle 
d’une rente versée terme à échoir 4’, correspond à la valeur actuarielle d’une 
rente immédiate de mêmes caractéristiques calculée à la date & = 1. 


1-(1 E 
On a donc : A4 = Ao(l +2) = a(1 +92 


soit : Sax (I 2x a [7.13] 
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On notera äj = (1 +z) x an, le coefficient d’actualisation à appliquer à 
lannuité a c’est-à-dire la valeur actuelle d’une rente immédiate constante de 
n annuités d’'1 € au taux actuariel z. 


3.2 © Problèmes liés à la valeur actuelle 


Le montant du capital emprunté remboursé par une rente immédiate 
constante lorsqu'on connaît a,z, et n est donné par la formule [7.9] : 
1—(1+2z) " 
À 
ré 
La recherche de l’une d’entre elles implique la connaissance des trois autres. 


A0 = = a X a, ; cette dernière lie 4 valeurs : A0, a,z, et n. 


Lorsqu'on fixe la valeur actuelle A5 prise par une rente immédiate 
constante, on peut se poser trois autres types de problèmes. 


* Problème de type I: Le taux actuariel étant égal à z, quelle annuité de mon- 
tant a doit-on payer (terme échu) pour rembourser un capital emprunté 
Ao après n versements ? 

Solution : Connaissant A6, z et n, on en déduit a à partir de [7.9] : 
A0 A0 XZ 


de [7.14] 


a = 


° Problème de type IT : Le taux actuariel étant égal à z, combien d’annuités 
de montant a doit-on verser (terme échu) pour rembourser un capital A6 
emprunté à l’origine ? 

Solution : Connaissant A9,z et a, on en déduit n par l'équation : 


A 
(Es) tel 222 ; on en déduit : 
a 
Her 
= = 
n = TES [7.15] 


L'équation [7.15] n'ayant pas de solution entière, ce problème II doit être 
adapté. En pratique on modifie : 


— soit Le capital emprunté A5 en retenant l’une des deux valeurs entières qui 
encadrent la solution réelle ; 


— soit l’une des annuités de façon à parvenir à la valeur actuelle As spécifiée 
par le problème. 


° Problème de type IT : À quel taux actuariel z doit-on actualiser n annuités a 
(versées terme échu) pour rembourser un capital A emprunté à l’origine ? 


Solution : Le taux actuariel période z s'obtient en résolvant l’équation : 


1—({+2)" A 
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Il faut donc chercher quand ils existent les zéros d’un polynôme de degré 
n+l: 


Aoxzx(1+z}—-ax(1+z)"+a=0 [7.16] 


Cette résolution nécessite une calculatrice ou un ordinateur disposant d’une 
fonction préprogrammée spéciale ou d’un « solveur ». 


3.3 © Rente perpétuelle constante 


Au taux actuariel période z, la valeur actuelle d’une rente immédiate 


oo CE D 
constante de ñn annuités d’un montant a est : Aÿ = 4 X ———— 
z 
_1=A+D 1 | 
Comme: lim PRO —, la valeur actuelle d’une rente perpétuelle 
n— 00 Z Z 
de 1 € a une limite que l’on note : 
1 


La valeur actuelle d’une rente perpétuelle de a euros vaut donc : 


A =arkaget [7.18] 
Z 


1 | : des 
On notera : ägq = 1+-—=(1+2) x ag, le coefficient d’actualisation à 
Z 


appliquer à l’annuité perpétuelle constante a versée terme à échoir. 


40 Taux effectif global 


4.1 © Historique 


Pour aider les agents économiques à mesurer le coût du crédit et la rentabi- 
lité d’un placement, une première loi (66-1010 du 28/12/1966, relative aux 
prêts d’argent et à certaines opérations de démarchage et de publicité) à ins- 
titué en France le calcul d’un taux de référence appelé Taux Effectif Global 
(TEG). Le décret du 08/09/1985 à ensuite précisé la façon de calculer ce taux 
en imposant aux prêteurs de prendre en compte les frais. Jusqu’en juin 2002, 
le TEG, calculé proportionnellement au taux période, était donc un taux 
d'intérêt simple composé #2 fois par an qu’on appellera ci-après TEG ancien 
— Annual Percentage Rate (APR) —. 


L'Union Européenne à adopté une directive le 22/02/1990 dans le but d’'har- 


moniser la présentation des taux d'intérêts dans les différentes pays des états 
membres. Les décrets du 10/06/2002 parus dans le JO n°134 du 11/06/2002 
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ont aligné le droit français sur cette directive, rendant obligatoire la publica- 
tion d’un Taux Annualisé Effectif Global (en abrégé TAEG ou TEG nou- 
veau) — Effective Annual percentage Rate (EAR) —. 


Sous l'impulsion des religions monothéistes ainsi que de plusieurs esprits 
brillants dont Aristote, l'intérêt et son excès l’usure ! — parfois confondus — 
ont été condamnés en Europe pendant une très longue période. La réhabili- 
tation du prêt à intérêt n’a vraiment commencé qu’à partir du XVI° siècle 
sous l’influence des protestants et a contribué à un essor économique sans 
précédent de plusieurs cités ou pays : Genève, Venise, les Pays-Bas, 
l'Angleterre, le Portugal, etc. La révolution industrielle et l’avènement du sys- 
tème capitaliste ont ensuite conduit l’Europe catholique à légitimer le prêt à 
intérêt vers la fin du XIXF siècle. 


L'interdit religieux, qui subsiste encore dans le monde musulman, a 
entraîné la création de banques « islamiques », à partir de la seconde moitié 
du XX° siècle, dans lesquelles toute référence à un taux d’intérêt doit être 
absente. 


En France, le Code de commerce interdit non seulement de pratiquer l’usure 
c'est-à-dire de prêter à un taux d'intérêt jugé excessif mais également aux 
organismes de crédit à la consommation, de présenter les caractéristiques de 
leurs contrats à leur guise. Contrairement au Code civil, le Code du com- 
merce consacre l'usage et autorise la capitalisation des intérêts selon une pério- 
dicité infra-annuelle. Mais les pièges sont nombreux, parfois inattendus, les 
contrats si longs et la taille de leurs caractères si petite, qu'une grande vigi- 
lance s'impose. 


4.2 © Taux usuraires 


D’après l’article L 313-3 du code de la consommation, un prêt usuraire est 
« tout prêt conventionnel consenti à un taux effectif global qui excède de plus 
du tiers, le Taux Effectif Moyen (TEM) pratiqué au cours du trimestre pré- 
cédent par les établissements de crédit pour des opérations de même nature 
comportant des risques analogues ». Les Taux (seuils) de PUsure (TU) -— 
usury rates — sont déterminés par la Banque de France et publiés sous la forme 
d’un avis au /O à la fin de chaque trimestre pour le trimestre suivant. Le 
tableau 7.1 présente un extrait des seuils de l'usure (TU) publiés au JORF du 
24 mars 2012, énoncés sur une base annuelle et applicables à compter du 
1% avril 2012. 


l« Usura » à Rome signifiait l'usage d’un bien quelconque, en particulier celui de l'argent liquide. 


Lusure septunce désignait par exemple un taux d’intérêt de 7 % par an et le droit Romain condam- 
nait l’« usure excessive », supérieure à l'usure centésime égale à 1 % par mois, soit 12,68 % par an. 
Un prêt à « usure » — on dirait maintenant un prêt à intérêts — s'opposait autrefois au prêt gratuit 
et l'expression « intérêt usuraire » aurait été un pléonasme. Aujourd’hui, un prêt est qualifié d’usu- 
raire si le taux d’intérêt est supérieur au seuil fixé par la loi. Le mot arabe « Riba » est donc ambigu 
puisqu'il signifie à la fois intérêt et usure. 
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Tableau 7.1 — Seuils de l'usure au 1" trimestre 2012 


Catégories Taux d'usure 


Prêts immobiliers aux particuliers 


— prêts à taux fixe 6,32 % 
— prêts à taux variable 5,88 % 
— prêts relais 6,48 % 


Crédits de trésorerie 


— prêts d'un montant inférieur ou égal à 1 524 € 20,56 % 
— prêts personnels compris entre 1 524 € et 3 000 € 15,27 % 
— prêts personnels compris entre 3 000 € et 6 000 € 13,27 % 
— prêts personnels supérieurs à 6 000 € 10,93 % 


Prêts aux personnes morales 


— prêts d'une durée initiale supérieure à deux ans, à taux fixe 6,37 % 
— prêts d'une durée initiale supérieure à deux ans, à taux variable 5,35 % 
— découverts en compte 13,67 % 


The Truth in Lending Act (TILA) adopté par le Congrès Américain en juillet 
1969 impose au prêteur de mentionner l’APR (qui est un taux d'intérêt 
nominal et non effectif). Par ailleurs, lemprunteur dispose aux États-Unis 
d’un délai de réflexion (3 jours ouvrables) pour changer d’avis. 

En France, la loi « Scrivener », du 13 juillet 1979, fait partie du code de la 
consommation (L.312-1 et suivants). Pour protéger le consommateur des 
dangers du crédit, cette loi limite la liberté contractuelle en matière de crédit 
immobilier et impose au prêteur de clairement mentionner le TEG. 
L'emprunteur et les cautions éventuelles ne peuvent accepter l'offre de crédit 
qu'après un délai dit de « réflexion » de 10 jours. 


4.3 © Calcul du TEG 


En désignant par 7, le taux période associé à un contrat de prêt/emprunt 
1 . , 
de durée — dans lequel on a tenu compte de tous les frais (appelés charge- 
m 


ments), le TEG ancien était avant le 1° juillet 2002, le taux d’intérêt simple 
i(M) à composition m fois par an associé au taux de rémunération r;, soit : 
100 = m X Te 

Depuis le 1° juillet 2002, le TEG (nouveau) est le taux effectif discret, soit : 
i=(1+7m)"-1 qu'on arrondit souvent au centième de pour cent. 


D’après la formule du binôme, (1 + 7,)"-1 > m x T, ; le nouveau TEG est 
donc plus grand que l’ancien et l’ordre de grandeur de la différence vaut : 
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1/2 x m x (m —1) x 72,. Ainsi, le décret du 10/06/2002 modifie à la hausse 
le calcul du TEG précédemment en vigueur en France qui imposait déjà la 
prise en compte des changements (c’est-à-dire différents types de frais) pour 
publier un taux d'intérêt relatif à un crédit à la consommation. 


La mention du TEG d’un prêt est obligatoire. Les banques indiquent géné- 
ralement, en plus, le coût du crédit et l’incidence des frais sur le TEG, égal à 
la différence entre le TEG et le taux d'intérêt nominal annoncé que le lecteur 
examinera dorénavant avec beaucoup de détachement... 


V 


© TD 1 Prérequis 
© TD 5 Intérêts composés 
© TD 3 Actualisation 
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A... 


Une entreprise rationnelle envisage un investissement qui rapporterait 
7 500 € par an dans un, deux, trois et quatre ans. Si la dépense initiale est de 
30 000 €, on en déduit que : 


1) le taux actuariel de l’investissement : 

© a) est positif © b) est nul 

© c) est négatif © d) ne peut être calculé 
2)$ sa valeur actuelle nette : 

O a) est positive © b) est nulle 

© c) est négative © d) ne peut être calculée 


Si le taux de rentabilité actuariel d’une rente perpétuelle constante à échoir 
dont les annuités sont de 1 200 € est de 12 % par an, sa valeur actuelle est 
égale à : 


© a) 11 200 € Ob)11000€ Oc)10200€ © d) 10 000 € 


Si le taux de rentabilité actuariel d’une rente constante immédiate de 
G versements annuels de 15 000 € est de 11 % par an, sa valeur actuelle est 
égale à : 
© a) 60 000 € Ob)61250€ Oc63460€ © d) 212 350€ 


Si Le taux actuariel d’un projet d'investissement qui nécessite une dépense 
initiale de 50 000 € et qui rapporte 30 000 € par an terme échu pendant 3 
ans est de 12 % par an, sa valeur actuelle nette est égale à : 


O a) 16 900 € Ob) 20000€ Oc)22000€ © d) 40 000 € 


Monsieur Martin est un agent économique rationnel qui a retenu un taux 
d'actualisation de 10 % par an. Il utilise un véhicule acheté en leasing dont 
le contrat, de valeur résiduelle nulle à échéance, se termine dans 5 ans. On 
lui propose d'échanger son véhicule, dont l’entretien annuel payé terme échu 
lui coûte 2 500 €, contre un véhicule neuf pendant la durée restante du lea- 
sing à condition de payer 6 000 € aujourd’hui mais sans modifier les annui- 
tés encore à payer. Quels doivent être au maximum les frais d’entretien 
annuels constants (également à payer terme échu) de ce nouveau véhicule 
pour convaincre Monsieur Martin de faire l’échange ? 


O a) 717 € © b) 917 € Oc)1000€  Od)3500€ 


A 


Pour acheter sa voiture à crédit qui coûte 18 000 € au comptant, 
Monsieur Martin doit effectuer un versement initial de 3 000 € suivi de 48 
mensualités de 345,44 € à payer terme échu. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 
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1)$ Le taux d’intérêts nominal à composition mensuelle du crédit est égal à : 


© a) 4,66 % © b) 4,88 % © oc) 5,00 % © d) 5,12 % 
2)$ Selon la législation en vigueur en France, le TEG du crédit vaut 
© a) 4,66 % O b) 4,88 % © oc) 5,00 % © d) 5,12 % 


A 


Pour acheter sa voiture à crédit qui coûte 25 000€ au comptant, 
Monsieur Martin doit effectuer un versement initial suivi de 48 mensualités 
de 500 € à payer terme échu. 
1)$ Si le taux nominal du prêt à composition mensuelle est de 8 % par an, 
l'apport initial vaut : 
© a) 5 720 € Ob)5127€ Od4519€  Od)4407€ 
2)$ Sile TEG est de 8 % par an, l’apport initial est égal à : 
© a) 5 720 € Ob)5127€ Oc4519€  Od)4407€ 


Une banque a prêté un capital égal à 10 000 € à l’un de ses clients ; 
40 € ont été retenus au titre des frais d'ouverture du dossier. La somme finale à 
payer 1/4 d'année plus tard est de 10 200 €, comprenant les intérêts et une 
Assurance Décès-Invalidité (ADD) obligatoire égale à 0,5 % du capital emprunté. 


1) Le taux d'intérêt effectif de ce prêt est égal à : 


© a) 6,00 % © b) 6,14 % © 0) 6,25 % © d) 9,99 % 
2) Le TEG de ce prêt est égal à : 
© a) 6,00 % © b) 6,14 % © 0) 6,25 % © d) 9,99 % 


Quel serait le seuil de l’usure (TU) énoncé sur une base annuelle pour un 
prêt immobilier à taux fixe accordé en juin 2012 à un particulier en France si 
le taux de l'usure y était défini comme en Italie ? 


© a) 6,32 % © b) 7,11 % © co) 8,43 % © d) 9,48 % 


Pour vous aider. En France, au 2° trimestre 2012, le seuil de l'usure pour ce type de 
prêt était égal à 6,32 % par an. Un taux d'intérêt est considéré comme usuraire en 
Italie sil excède de plus de 50 % le Taux Effectif Moyen (TEM) pratiqué au cours 
du trimestre précédent. 


Monsieur Martin dépose chaque mois 800 € sur un compte rémunéré. 
Aujourd’hui, il fête son 30° anniversaire et le solde de son compte est de 
50 000 € juste après avoir effectué son versement. Pour disposer d’un mil- 
lion d’euros le jour de ses 60 ans, Le taux d’intérêt effectif servi sur ce compte 
doit être égal à : 
© a) 5,39 % © b) 5,55 % © 0) 5,69 % © d) 5,99 % 


Une rente immédiate temporaire comprend 2n annuités. Elle est crois- 
sante puis décroissante. Le premier versement est égal à 1, le second à 2... 
l’énième ainsi que l’énième plus à n, l’énième plus 2 à n — 1... le dernier ver- 
sement à la date 2n à 1. 
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L'une des expressions suivantes permet de calculer sa valeur actuelle, laquelle ? 


1  v" 1  v" 
O a) AC 7) © b) an +) 
1 d 1 fe 
OdanG-D Odar+ 


David dispose de 2 840 € sur son compte À rémunéré au taux simple 7 
après y avoir déposé terme à échoir une annuité constante égale à 100 € pen- 
dant 20 ans. Quel est le solde du compte de Jérémie s’il a déposé les mêmes 
sommes aux mêmes dates sur un compte B rémunéré à un taux d'intérêt 
effectif numériquement égal à 7? 

O a) 3 000 € O b) 3 100 € O oc) 3 200 € © d) 3 300 € 

Quel est taux de rentabilité actuariel (en % par an) d’une rente perpé- 


tuelle immédiate dont les annuités de 4 000 € sont payées tous les 8 ans et 
la valeur actuelle 10 000 € ? 


© a) 1,3% O b) 2,3 % © 0) 3,3 % O d) 4,3 % 
Quelle expression donne la valeur actuelle de 1 € payé à la fin des 
années 8, 12, 16, 20, 24 et 28 ? 
O2 À ORNE, GER, Ge" 
aa sa as — an sa +an 


Si an = 11,5174 et à = 11,9205, que vaut n ? 


© a) 12 © b) 13 © c) 14 O d) 15 
Si sa = 15,9171 et an = 8,8633, que vaut z ? 

© a) 4,8 % © b) 4,9 % O 0) 5,0 % O d) 5,1 % 
Si sa = 15,9171 et a = 8,8633, que vaut n ? 

© a) 12 © b) 13 © c) 14 O d) 15 
Si ag = 7,1078 et ag = 7,7217, que vaut z ? 

O a) 5,0 % O b) 5,1 % O 0) 5,2 % O d) 5,3 % 
Si ag = 16,6631 et a1g = 10,5631, que vaut z ? 

O a) 3,8 % O b) 3,9 % © oc) 4,0 % © d) 4,1 % 


Déborah a déposé pendant 15 ans une certaine somme sur un compte 
A rémunéré au taux d'intérêt i® à composition semestrielle. Un ordre de 
virement automatique transfère les intérêts crédités semestriellement du 
compte À sur un compte B, rémunéré au taux effectif de 6 % par an. À 
l'issue des 15 ans, le taux actuariel de rentabilité de l’ensemble des dépôts de 
Déborah est égal à 7,56 % par an. Que vaut i ® (en % par an) ? 


O a) 8,3 % O b) 8,4 % © 0) 8,5 % O d) 86 % 
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Monsieur Martin a transformé son capital retraite le 1/1/2012 en une 
rente mensuelle qui lui sera versée pendant 20 ans. À chaque mois de janvier, 
jusqu’en 2031, la rente augmente de 5 %. Sachant qu’en 2012 la mensualité 
reçue est de 2 000 € par mois, quelle est la valeur actuelle de la rente si le 
taux actuariel mensuel utilisé pour l’évaluer est de 0,5 %. 


O a) 411 250 € Ob)415250€ Oc419250€ © d) 423250 € 


Mademoiselle Durand a transformé un capital de 41 200 € en une rente 
immédiate mensuelle servie pendant 15 ans dont le taux de rentabilité actua- 
riel est égal à 8 % par an. Pendant les 7 premières années, elle recevra une 
somme mensuelle S et pendant les annuités suivantes une somme égale à 
600 + S. Que vaut S ? 


O a) 135 € O b) 147 € Orc) 152€ O d) 163 € 


On considère une dette remboursée par une rente mensuelle immédiate 
constante versée pendant 20 ans. Le taux actuariel utilisé dans cette question 
est équivalent à un taux d’escompte commercial à composition trimestrielle 
de 8 % par an. D43 désigne la valeur actuelle, appelée dette encore vivante cal- 
culée à ce taux, des 240 — 43 = 197 mensualités restantes encore à payer juste 
après le 43° versement. Dans combien de mois à partir de ce 43° versement, 
la valeur actuelle des mensualités encore à payer deviendra-t-elle inférieure à 
la moitié de Da3 ? 


© a) 127 O b) 128 © €) 129 O d) 130 


Pendant 40 ans, Monsieur Martin a déposé 10 000 € tous les 4 ans, 
terme à échoir, sur un compte rémunéré à un taux d'intérêt effectif constant. 
La valeur acquise aujourd’hui, un an après son 10° versement est exactement 
égale à 5 fois celle d’il y a 20 ans, juste avant de procéder à son 6° versement. 
Il dispose donc aujourd’hui de : 


© a) 507 772 € O b) 544672€ Oo) 582572€ © d) 619472€ 


Pour disposer de 80 000 € dans 37 années sur un compte rémunéré au 
taux effectif z, David doit verser à la fin des n premières années 980 € puis 
1960 € à la fin des 2n années suivantes. Sachant qu’au taux d'intérêt effectif 
z, une somme placée sur ce compte double toutes les 7 années, z énoncé sur 
une base annuelle, vaut : 


© a) 11,25 % Ob)11,75%  Oc)12,25% © d) 12,75 % 


Pierre, Paul et Jacques ont hérité d’une rente perpétuelle immédiate 
annuelle constante. Pierre doit recevoir les n premiers versements, Paul les n 
suivants et Jacques tous les autres. La part de la valeur actuelle de la rente 
attribuée à Pierre est égale à 40 %, quelle est celle de Jacques ? 


O a) 24% O b) 32% © ©) 36% O d) 40% 


David souhaite acheter un immeuble qui vaut 200 aujourd’hui et dont 
le prix augmente de 4 % par an. Un dépôt de 20 chaque année pendant 6 ans 
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terme à échoir, sur un compte rémunéré au taux d'intérêt effectif de 10 % par 
an serait insuffisant pour financer son achat. Combien devra-t-il déposer en 
plus au début des années 4, 5 et 6 pour réaliser cet investissement dans 10 
ans ? 


© a) 7,4 © b) 7,9 © c) 8,4 © d) 8,9 


On considère deux rentes immédiates temporaires pendant 30 ans équi- 
valentes au taux actuariel Z. Les annuités de la 1" sont constantes égales à 
1 000 € pendant les 10 premières années, à 2 000 € pendant les 10 suivantes 
et à 1 000 € pendant les dix dernières. Les annuités de la seconde sont égales 
à a pendant les dix premières années et pendant les dix dernières (elles sont 
nulles pendant les années 11 à 20). 


Sachant qu’une somme placée sur un compte rémunéré au taux d'intérêt 
effectif : double tous les dix ans (v!° = 0,5), l’annuité a de la deuxième rente 
vaut : 


O a) 1 500 € O b) 1 600 € O ©) 1700 € O d) 1 800 € 

Déborah à emprunté un capital de 10 000 € pendant 30 ans, au taux 
d'intérêt effectif de 4 %, sans frais. Les annuités à payer terme échu sont 
égales à a pendant les 10 premières années puis à 2a pendant les 20 dernières. 
Une option lui permet de rembourser son emprunt dans 10 ans par un seul 
versement mais dans ce cas le TEG de son emprunt sera de 4,5 %. Quel est 
ce versement ? 


© a) 9 825 € Ob)10680€ Oc10870€ © d) 11 420€ 


Us. 
ÉFLEXION 


1)$ Que représente s175% ? 
2) Déterminer s175% à l’aide : 
a)* d’une machine à calculer possédant la touche « y* », 
b)$ des fonctions TVM de la calculatrice financière TI BA II Plus. 
3)°% Comment peut-on calculer s175% à partir de s15% et de 555% 


°vÙ 


1)$ Que représente a175% ? 
2) Déterminer a175% à l’aide : 
a)® d’une machine à calculer possédant la touche « y* », 


b)$ des fonctions TVM de la calculatrice financière TI BA II Plus. 
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5125% 
3)$ Que vaut : 2? } 
4175% 


4)$6 Calculer a175% quand on connaît a75% et 435%. 


1 a) Le nombre d’annuités de 5 000 € nécessaires pour se constituer 
un capital de 55 000 € peut-il être un nombre entier ? 


b)$ Pourquoi le nombre d’annuités de 5 000 € nécessaires pour se constituer 
un capital de 55 000 € est-il inférieur à 11 ? 


2)$ a) Quel nombre d’annuités minimum de 5 000 € doit-on verser pour se 
constituer un capital d’au moins 55 000 € au taux actuariel de 7 % ? 


b) Quel est l’énième annuité à verser (inférieure à 5 000 €) pour se consti- 
tuer un capital de 55 000 € au taux de 7 % par an après avoir versé n — 1 
annuités de 5 000 € ? 


c) En combien d’annuités constantes voisines de 5 000 € peut-on se consti- 
tuer un capital de 55 000 € au taux actuariel de 7 % par an ? Préciser son 
montant. 


= 
NTRAINEMENT 


Un artisan de 45 ans souhaite cotiser 150 € par mois pendant 15 ans 
pour percevoir un supplément de retraite quand il aura 60 ans. 


1) S’il verse ces mensualités terme à échoir, quel capital aura-t-il acquis le 
jour de ses 60 ans si Le taux d’intérêt effectif utilisé pour valoriser ses dépôts 
est égal à 0,85 % par mois ? 

2) S'il verse ces mêmes mensualités terme échu : 


a)® quel capital aura-t-il acquis le jour de ses 60 ans si le taux d’intérêt 
q B q J 
effectif utilisé pour valoriser ses dépôts est égal à 0,85 % par mois ? 


b)$ quelle mensualité constante, versée terme échu pendant 20 ans reçoit 
le retraité si le taux d’intérêt mensuel utilisé pour la fixer est égal à 
le £ 
1,05 % par mois ? 


1)$ Quelle est l’annuité constante à verser terme échu qui permet à 
Monsieur Martin de se constituer un capital de 25 557 € dans 8 ans si le 
taux actuariel utilisé pour calculer la valeur acquise est de 7 % par an ? 


\ 


2)$ Quelle est l’annuité constante à verser terme à échoir qui permet à 
Monsieur Martin de se constituer un capital de 25 557 € dans 8 ans si le 
taux actuariel utilisé pour calculer la valeur acquise est de 7 % par an ? 
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1)$ À quel taux d'intérêt effectif doit-on capitaliser 9 annuités de 
5 000 € versées terme échu pour se constituer un capital de 55 000 € juste 
après le 9° versement ? 


2)* À quel taux d'intérêt effectif doit-on capitaliser 9 annuités de 5 000 € 
versées terme à échoir pour se constituer un capital de 55 000 € juste après 
le 9° versement ? 


1)$ Quelle est la valeur actuelle d’une rente annuelle de 1 000 € encais- 
sée terme échu pendant 10 ans si le taux actuariel utilisé pour l’évaluer est de 
11 % par an. 


2 a)* Quel est Le taux d’intérêt bisannuel équivalent à un taux de 11 % par 
an ? 


b)$ Calculer la valeur actuelle, au taux d’intérêt effectif de 11 % d’une 
rente bisannuelle de 2 000 € encaissée une première fois à La fin de la 
première année, puis ensuite quatre fois tous les deux ans. 


Pour compléter le financement de lachat d’un logement, Monsieur 
Martin doit emprunter 130 000 € à sa banque et dispose d’une capacité de 
remboursement mensuelle de 1 000 €. 


1 a)$ La banque A applique un taux d’intérêt nominal à composition men- 
suelle , = 5 % par an. Quel capital Monsieur Martin peut-il emprunter 
s'il s'engage sur 15 ans dans cette banque ? 


b)$ Pendant quelle durée minimale doit-il s'engager dans la banque A pour 
emprunter le capital dont il a besoin ? 


2)$ La banque B lui propose un taux d'intérêt nominal z, = 4 % par an à 
composition mensuelle sil accepte d'y domicilier ses revenus. Calculer le 
montant du financement qu'obtiendrait Monsieur Martin dans la banque B 
en s’engageant sur 15 ans. 


# La valeur actuelle d’une rente immédiate de 10 annuités égale à 


1500 € est égale à 8 475,33 €. Quel est son taux actuariel ? 


Un propriétaire loue un local commercial 18 000 € par an net de frais 
et de charges ; ce loyer est indexé sur un indice qui évolue comme l'inflation. 
1) Calculer Le prix de marché de ce bien si le taux de rentabilité annuel retenu 
pour l’évaluer est z et que le loyer est payé 
a)® terme échu b)$ terme à échoir 
Préciser dans les deux cas par quel coefficient est multiplié le loyer annuel. 
Application numérique : z= 6 % par an. 

2) On appelle sensibilité de la valeur d’un actif au taux de rentabilité actua- 
riel, notée S, l'opposé de la dérivée logarithmique de sa valeur actuelle par 
rapport à ce taux. 
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a)® Calculer la sensibilité de la valeur du local commercial au taux actuariel 
z dans les cas 1) a) et 1) b). 


b)$ De quel pourcentage varie la valeur de marché si l'exigence de rentabilité 
quel p 8 EA 
de l’acheteur augmente de 0,1 % dans les cas 1) a) et 1) b) ? 


c)$ Vérifier les résultats obtenus en b) en calculant la valeur actuelle du local 
commercial au taux z= 6,1 % par an. 


3)$ Quel est le prix de cession si le loyer annuel de 18 000 € est payé tri- 
mestriellement respectivement terme à échu et terme à échoir ? Préciser le 
coefficient multiplicateur du loyer annuel dans les deux cas. 


Monsieur Martin a contracté auprès de sa banque, un emprunt de 
18000 € remboursable au taux nominal de 4,5 % par an, par mensualités 
constantes payées terme échu pendant 10 ans. 


1)$ Sachant que la banque déduit du capital prêté 150 € pour frais de dos- 

sier et impose une assurance décès invalidité (ADI) dont la prime, payable 

mensuellement par fractions constantes, s'élève à 1,8 % du capital emprunté : 

a)® Calculer la mensualité de remboursement, assurance comprise que doit 
payer Monsieur Martin. 

b)$ Calculer le TEG de ce prêt. 


c)$ Calculer le « coût comptable du crédit » et l’« incidence des frais sur le 


TEG », 


D à ts et modèles 
financiers en 


temps continu! 


L 
ESSENTIEL 


Ce TD complète le précédent et présente l'analyse de rentes plus tech- 


niques utiles à connaître pour suivre Un parcours de finance au niveau mas- 
ter et construire des modèles en temps continu. 


1 © Rentes en PA 


1.1 © Généralités 


t 
Valeur actuelle : 


L Valeur acquise : 


n 
12 =nxv 
Origine 


a sn 
A, = Pxa-+Q nl 2 ) A, = Pxsn +0) 


Figure 8.1 — Rente immédiate de n annuités en PA 
(1% terme : P, raison : Q) 


Dire qu'une rente est en progression arithmétique (P A) de raison Q et de 
premier terme P, signifie que la différence entre deux annuités consécutives 
est constante, égale à sa raison : ax — ag_1 = Q. 


Ainsi, les annuités d’une rente en PA vérifient la relation de récurrence : 
ay = 4y_1 + Q avec comme condition initiale : ay = P. 


! Ce TD 8 peut être ignoré des candidats à la licence. 
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Elles augmentent ou diminuent donc d’un même montant selon que la rai- 
son Q est positive ou négative. 


La k? annuité d’une rente en PA s'écrit : 
PE DXO; 
La 2° annuité vaut ainsi : a = P + Q,la 3°: a3 = P +20, etc. (cf figure 8.1). 


1.2 © Valeur acquise et notations 


La valeur acquise, au taux actuariel z, d’une rente immédiate composée de 
n annuités en PA, dont la 1 vaut P et la raison Q, s'écrit de la façon sui- 
vante : 

— siz £ 0, 


An = P X Sa + La =) [8.1] 
Z 
. n—l 
RS dire 


Dans le cas particulier d’une rente en PA de raison nulle (Q = 0), l’équa- 
tion [8.1] donne la valeur acquise d’une rente immédiate constante dont les 
annuités sont égales à P (cf [7.3] du TD 7): P xs 

La valeur acquise, au taux actuariel z, d’une rente immédiate croissante, 
composée de n annuités en PA, dont la 1 vaut P = 1 et la raison Q = 1, est 
notée (15), — increasing annuity — (cf. figure 8.2). 


Figure 8.2 — Rente immédiate croissante de # annuïités en PA 
(1% terme : 1, raison : 1) 


L'équation [8.1], conduit à : 


n 


Usa = — [8.2] 


La valeur acquise, au taux actuariel z, d’une rente immédiate décroissante, 
composée de n annuités en PA, dont la 7" vaut a, = n et la raison Q = —1, 
est notée (Ds) — decreasing annuity — (cf. figure 8.3). 
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Figure 8.3 — Rente immédiate décroissante de #7 annuités en PA 
(1% terme : n, raison : —-1) 


L'équation [8.1], conduit à : 


HER) = 


(Ds)à — = 


1.3 © Valeur actuelle et notations 


La valeur actuelle, au taux actuariel z, d’une rente immédiate composée de 
n annuités en PA, dont la /" vaut P et la raison Q vaut : 


— siz £ O0, 
Ao = P x a + 2 — n x v") [8.4] 
Z 


— ] 
= siz=0, 40 = À =n X (P + Q——) 


Dans le cas particulier d’une rente immédiate de raison nulle (b = 0), 
l'équation [8.4] donne la valeur actuelle d’une rente immédiate constante 
dont les annuités sont égales à P, obtenue au TD 7 : p x ax 

La valeur actuelle, au taux actuariel z, d’une rente immédiate croissante, 
composée de n annuités en PA, dont la 7° vaut P = 1 et la raison Q = 1, est 
notée (Ja)à. 

L'équation [8.4] conduit à : 


äÿ —n XV" 


(Ja)à — [8.5] 


La valeur actuelle, au taux actuariel z, d’une rente immédiate de référence 
décroissante, composée de r annuités en PA, dont la 7“ vaut P = n et la rai- 
son Q = —-1, est notée (Da). 

L'équation [8.4], conduit à : 


n — 4 
(Da)à = À 
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1.4 © Rente perpétuelle en PA 


La valeur actuelle, au taux actuariel z, d’une rente immédiate perpétuelle en 
PA, dont la /"* annuité vaut P et la raison Q vaut : 


A0 = — + — [8.7] 


Dans le cas particulier d’une rente immédiate perpétuelle en PA de raison 
nulle (Q = 0), l'équation [8.7] ne donne la valeur actuelle d’une rente immé- 


diate perpétuelle constante dont les annuités sont égales à P, obtenue au 


TD7:° 
z 


La valeur actuelle, au taux actuariel z, d’une rente immédiate perpétuelle 


croissante en PA dont la /"* annuité vaut P = 1 et la raison Q = 1, est 
notée : 


1 1 
(la) == un] [8.8] 
Zz Zz 


20 Rentes en PG 


2.1 © Généralités 


Dire que les n annuités forment une progression géométrique (PG) de pre- 
mier terme a et de raison g, signifie que pour tout k = 1,2,..,n,ona: 


a, = a x q*- |. Lorsqu'on veut faire apparaître le taux de croissance de la 
progression géométrique, on pose g = q — 1 soit : g = 1 +£ et on obtient : 
a =ax(l+g} 1 (&=1,2,.,n). 


2.2 © Valeur acquise, valeur actuelle 
La valeur acquise, au taux actuariel période z, d’une rente immédiate en PG 
dont le premier terme est a et la raison g vaut : 


A, =ax(1+z)" [1 + [= is Cane mi 11. Cette expression s'écrit 


de deux manières différentes selon que le rapport 2 


est égal ou non à 1. 
z 


. q q k > A 
a) Si —=]1,ona:(——}" = 1 pour tout k, d’où : 
1+2z Gi P 


An=nxax(l+z}"!. 


A x 
La valeur actuelle s’en déduit : Ao = ie ce 
(+2) 1 +2z 
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Dans ce cas, on notera que tous les montants ax = a x q*-! ont même 
dk a x 7 LR a a 
valeur actuelle : = — == , 
(1 +2) q q 1l+z 


b) Si | . # 1 (ie. si g  z), les valeurs acquises et actuelle de cette rente 
A 


sont respectivement égales à : 


(A+g)—(1+2)" 
X 


An =a [8.9] 
g —2Z 
a 1+2z 
A0 = —— 1 — si 8.10 
0 | Cars, ] [8.10] 


Dans le cas particulier d’une rente immédiate en PG de raison g =1 
(g = 0), les équations [8.9] et [8.10] ne donnent respectivement les valeurs 
acquise et actuelle d’une rente constante établies au TD 7. 


2.3 © Rente perpétuelle en PG 


D'après [8.10], la valeur actuelle d’une rente immédiate perpétuelle en PG 
de premier terme a dont le taux de croissance est g < z vaut: 


lim Ao = [8.11] 


n— 00 nt 
On notera que si g > z, cette rente a une valeur actuelle indéterminée (infi- 
nie). 


On retrouve les résultats d’une rente immédiate perpétuelle constante 
comme cas particulier d’une rente en PG dont la raison est g = 1 (g = 0). 


3 © Intérêts composés en temps continu 


3.1 © Notion de taux d'intérêt instantané 
La durée conventionnelle d’un contrat de prêt, exprimée en années, est en 
. . n Li ! 
pratique un rationnel de la forme 1 — —, expression dans laquelle le numé- 
m 
rateur n désigne le nombre de fractions d'années (trimestres, mois, jours, 


1 
etc.), chacune de durée — (1:4, 1:12, 1:365, etc.). 
m 


La capitalisation des intérêts, au taux effectif constant z, fait correspondre à 
une valeur présente Ao, sa valeur acquise après une durée rationnelle r = _ : 
A(r) = Ao x (1 +i)' (cf [4.10] du TD 4). 

De façon inverse, l’actualisation au taux effectif constant ; fait correspondre 


\ . : n 
à une somme A(r) future disponible dans f = — années, une valeur présente 
m 
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Ao = Ar) x (1+i) * (cf [4.13] du TD 4). Dans cette formule, le taux 

d’escompte effectif i se déduit le cas échéant du taux commercial d par l’équa- 
sn 

donii= 

Le prolongement de la formule des intérêts composés en temps réel paraît 
conceptuellement simple mais ce n’est en fait qu’une impression. 

Quand on imagine un compte rémunéré en temps continu, la valeur acquise 
devient une fonction strictement positive de la variable réelle mesurée en 
années à partir de l'instant initial : A:1+ Ar). 

Si le solde du compte passe de la valeur À à l'instant f à la valeur À + AA à 
l'instant f + At : 


a) le taux de rémunération post compté servi pendant la durée Af vaut : 


AA 
AT = À (en %) 5 
b) la vitesse moyenne de croissance du solde pendant la durée Af, appelée 


>: Ac DE 1 AA 

taux d'intérêt simple et qui s’'énonce en % par an, vaut : ns. 
Si la fonction À possède une dérivée première à tout instant f d’un inter- 
valle de temps, cette vitesse de croissance possède une limite lorsque la durée 


At devient infinitésimale. 


Cette limite, appelée taux d’intérêt instantané en # — force of interest at 
point t—, par les financiers et dérivée logarithmique de la fonction A en t par 
les mathématiciens, est une nouvelle fonction définie sur l'intervalle de 

. 1 dA d nA 
temps considéré : Ê:1+> Ô(t) = ——— — À 
A dt dt 


Pour un financier, (1) est le taux d’intérêt forward en r pour une durée 


infinitésimale dr. Ce taux est une vitesse instantanée de croissance de la gran- 
deur À ; elle s'exprime donc en % par an. 


3.2 © Valeur acquise, valeur actuelle 


Quand la fonction taux d'intérêt instantané est une fonction 6 intégrable 
donnée, définie sur un intervalle de temps [ñ, 2], on en déduit par intégra- 
AG) 


tion : In = 
A(t) 


t 
Î 6(x)dx (1 € [ñ, b]), puis si A(t) est connu, le solde du 
f1 


Gi 


Î 
| pe — ; ô(x)dx 
compte à l’instant f par l'équation : A(r) = Age i” 


Dans le cas particulier où un capital A6 est placé à l’instant = 0 sur un 
compte rémunéré au taux d'intérêt continu ô(x) (x € [0, r]), ce solde vaut : 


A(#) = Aoelo 94% [8.12] 
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Sur l'intervalle de temps [0, f], les facteurs de capitalisation et d’actualisa- 


t t 
; 5 6@x)d — [éd 
tion valent donc respectivement : u(f) = a EX et y(r) = e J #0 : 


Sur un intervalle de temps infinitésimal [f, 1 + dr], 
2 | dA 
— la variation relative du solde du compte vaut : DE ô(t) x dt. 


On notera que le produit 6(#) x dt est un nombre « pur » : il énonce en %, 
c'est-à-dire sans unité. 

— la variation absolue du solde du compte vaut : dA = 6(r) x À x dt. 

L'écriture différentielle des taux de rémunération pré et post compté pen- 
dant une durée infinitésimale dt est la même : de = dr = ô(t) x dt. Quand le 
taux d'intérêt instantané est constant, on a : Ô = —In(1 — d) = In(1 +i). 

Comme le montre le tableau 8.1 ci-dessous, l’utilisation de taux instantanés 
fait disparaître la distinction entre escompte commercial et escompte ration- 
nel : l’actualisation au taux 6 devient l’opération inverse de la capitalisation à 
ce taux. 


Tableau 8.1 — Facteurs de croissance et de réduction 
selon la nature de l’intérêt ou de l’escompte 


Nature de l'intérêt ou de l'escompte Facteur de Facteur de 
croissance ut) | réduction v{f) 

entre Det t entre t et 0 

Intérêts composés au taux constant à (+iy = ei A+it=e 
Escomptes composés au taux constant d dy" = et (Ad) = ei 
a icus Se composés au taux . fe Ha re = fscodx 


Le tableau 8.2 rassemble les différentes égalités liant les variables actua- 


rielles rencontrées. 


Tableau 8.2 — Égalités liant les variables : 5, à d'et y 


ô i d y 
Ô — In(1+i) —In(1 — d) —In v 
d 1 

= 5_] ne Ses f 
L ; 1-d v 
êl= 1—e Ê : 1—v 

1 +5 

1 

y — eÿ : 1-4 

1 +5 
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Commentaires. 
Si le taux d’intérêt effectif (i) et celui d’escompte commercial (d) sont équi- 
valents : 
=1-d=— 1 = 6e est le £. d’ | 
v=l-d—(1+i) —=e" est le facteur d'escompte annuel ; 
u=1+i=(1—d) ! est le facteur de capitalisation annuel. 


Quand la fonction taux instantané est constante égale à 6, le facteur de 
croissance pendant la durée 1 vaut simplement : eŸ = (1 +i)'. 


3.3 © Taux d'intérêt spots continus 


On appelle taux d’intérêt spot discret i(r) pour l'échéance f, le taux d’inté- 
rêt effectif qui prévaut sur l'intervalle de temps [0, r]. Le facteur de croissance 
d'une somme rémunérée au taux d'intérêt instantané ô(x) sur l'intervalle de 


: ô(x)xdx 


temps [0, r] s'écrit : eh et le facteur de croissance d'une somme rému- 


nérée à ce taux est égal à : 

u(e) = [1 +6) = 870 [8.13] 
équation dans laquelle r(#) = In[1 + r(r)] est la valeur moyenne de la fonc- 
tion 0:x+> d(x) — autrement dit : r(f) = | (x) x dx —, appelée taux 


d'intérêt spot continu sur l'intervalle de temps [0, r] dont la représentation 
graphique est la courbe des taux continus. Le graphique 8.1 ci-dessous pré- 
sente la courbe des taux d'intérêt continus sur titres d'État français en janvier 
2011 et 2012 pour des maturités comprises entre 0 et 50 ans. 


Taux r(t) 
(en % par an) 


4,00% 


Le 


3,00% 


2,00% 


1,00% 


Maturités t 
(en années) 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 


0,00% 


Source : Bloomberg 


Graphique 8.1 - Courbe des taux d’intérêt continus 
sur titres d’États français 


On désigne par taux d'intérêt à terme dans T années pour une durée r, le 


taux d'intérêt effectif compatible avec les taux spots pour un emprunt entre 
les dates T et T +1. 
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40 Rentes en temps continu 


4.1 © Fractionnement 


Périodes : l‘ année : 2° année : : n° année : 


Annuités 


Dates : 


Mensualités : : a 


Figure 8.4 — Fractionnement d’une rente immédiate constante 


Fractionner une rente immédiate de n « annuités » constantes À en n x m 
« mensualités » (cf. figure 8.4) consiste à la remplacer par une autre de mon- 
tant a et de fréquence « annuelle » m. Par abus de langage, on conviendra de 
dire que les versements de cette deuxième rente sont des mensualités même 
quand m = 12. 

La valeur acquise A,, au taux d’intérêt effectif à 0, par une rente immé- 
diate constante dont l’annuité est égale à À, s'écrit : 


Le taux de rémunération mensuel 7, associé au taux à étant égal à : 


soul : . ; A6 
Tn = (1 +i)"m — 1, la valeur acquise A/, à la date n par une rente immédiate 
formée de n x m mensualités constantes a vaut : 


Am) 1 (+i 1 date 
=" =MX A ———— 
ie Te A) 


A7 = a X Sn = 


Dans cette expression, il") = m x 7» désigne le taux d’intérêt nominal à 
composition m fois par an. 


_ A/m 
: 7 gm) 


équation dans laquelle : LmG) = Tr) [8.15] 


Les valeurs acquises des deux rentes sont égales si: a 


[8.14] 


désigne le coefficient de fractionnement de V'« annuité » À à payer terme échu 
par m « mensualités » égales à a. 


D’après [8.14], la mensualité a équivalente s'obtient en divisant la men- 


A : 
sualité proportionnelle — par le coefficient de fractionnement g, (à). 
m 
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Comme le taux d’intérêt nominal i(") = m x 7, est inférieur ou égal au 
taux d'intérêt effectif i équivalent, un coefficient de fractionnement est un 
nombre plus grand ou égal à 1 : gm > 1. La mensualité a équivalente à l’an- 


nuité À est donc inférieure à la mensualité proportionnelle de montant —. 
m 


On montre que le coefficient de fractionnement g,, (à) a une limite, appe- 


lée coefficient de fractionnement continu, notée g, quand m tend vers l’in- 


i i 
fi ñ : =) li m ES a 
ini g= lim g RGO 5 [8.16] 


Plus précisément, g, est une suite croissante de la fréquence m de compo- 
sition des intérêts qui « tend » vers le nombre g par valeurs inférieures. 
4.2 © Rentes de densité constante 
Quand la fréquence m des versements augmente indéfiniment, le coefficient 
de fractionnement g,, a pour limite g — = (cf. [8.16]) et la période : entre 
deux versements successifs est une fraction d’année de plus en plus petite qui 


peut s’écrire dt = — en utilisant la notation différentielle. 
m 


Au taux d'intérêt effectif i, le montant infinitésimal da de l’annuité conti- 
nue équivalente à une somme À à payer dans un an peut alors s’écrire de la 


: . A A 
manière suivante (cf. [8.14]) : da = —dt = — x 6 x dt 
& l 


soit encore : da = f(t) x dt en désignant par : 
À À 


fO=—-=—-x0 [8.17] 
g ii 


la densité de l’annuité continue constante équivalente au paiement d’une 
somme À dans un an. 


< | A 
La densité du flux de trésorerie f (1) = — x ô permet de raisonner en temps 
l 


continu. La valeur actuelle, au taux d'intérêt continu 6 = In(1 +i), d’une 
annuité de montant infinitésimal da = f(t) x dt versée pendant une année 


t 
s'écrit alors : Î fO xe ar. 
0 


La valeur actuelle, calculée au taux d'intérêt continu 6, d’une annuité de 
densité f (tr) = 1 € par an versée pendant nr années est notée 4 et vaut : 


# = 
an = e dt = = [8.18] 
0 
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ft) Densité du flux de trésorerie (% par an) 


Valeuf actuelle du flux de trésorerie infinitésimal : K* dt 


= _1-(+i)" _  (+i"-1 
a — RS deg 


Figure 8.5 — Annuité continue de densité égale à 1 € par an 


La valeur acquise, calculée à ce taux, d’une annuité de densité f (1) = 1 € 
par an versée pendant n années (cf. graphique 8.5) est notée 54. Elle se déduit 
de la valeur actuelle 4; et vaut : 


1 ln 

AE Lo [8.19] 
Ô 

Les formules [8.18] et [8.19] (cf figure [8.6]) sont respectivement à com- 

parer aux valeurs actuelle et acquise d’une rente immédiate constante de 1 € : 
1—-(+i)" . CEE | 
———>———— ES = ————— 


dan —= 
1 l 


] 
Sin = 1, on obtient : 4n = v x g et Sn = g à comparer à : 


an =vetsn =] 


4.3 © Rentes de densité affine 


Dire que la densité de versement d’une rente est affine, égale à 
f@)=P+0Q xtà instant r, signifie que le versement effectué entre les ins- 
tants t et t + dt vaut : dF = (P +Q xt) x dt (cf. figure 8.6) 


fit) Densité du flux de trésorerie (% par an) 


nt 
Valeur actuelle du flux infinitésimal dF : (P + Qxt)xe” dt 


Figure 8.6 — Annuité continue de densité affine 
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Le flux de trésorerie infinitésimal dF = (P + Qf) x dt versé entre les ins- 
tants f et t + dt, représenté par la surface du rectangle grisé sur la figure 8.6, 
a pour valeur actuelle dA = (P + Qt)e-*dr. On en déduit la valeur actuelle 
de lannuité continue de densité affine f(r) = P + Q xt par le calcul 
suivant : 


Ao = Î (P+0Q xte dt = si PRE o | txe dt. 
0 0 0 


On obtient : 
a — nv" 


A=Pxay+Qx 5 


[8.20] 

Cette formule [8.20] est à rapprocher de celle de la valeur actuelle évaluée 
au taux actuariel période z d’une rente en progression arithmétique de pre- 
mier terme P et de raison Q : 

Gi — nv" 
Pan OX APP, 
Z 

On notera qu’on retrouve la valeur actuelle d’une rente de densité constante 

en posant Q = 0. 


La valeur acquise A, en { — n d’une rente de densité affine f(r) = P + Qt 


se déduit de la valeur actuelle A9 de la façon suivante : A, = A9 x e°. 


On obtient : 


Sn 


L 5 
An=PxXx57+0Xx 5 [8.21] 
On notera qu’on retrouve la valeur acquise d’une rente de densité constante 
en posant Q = 0. 
Cette formule [8.21] est à rapprocher de celle de la valeur acquise évaluée 
au taux actuariel période z d’une rente en progression arithmétique de pre- 
mier terme P et de raison Q : 


Sù — A 


A, =P xs +0Q x 


4.4 © Rentes de densité exponentielle 


Dire que la densité d’une rente est exponentielle égale à f(#) = a x e*t à 


l'instant f signifie que le versement effectué entre les instants r et r + di vaut : 
dF = a x e"dt (cf figure 8.7). 
Le montant du flux infinitésimal dF = a x e “dt versé entre les instants t 


et {+ dt (cf. rectangle grisé sur le graphique 8.8 ci-dessus) à pour valeur 
actuelle : dA = a x eA-' gt. 
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ft) Densité du flux de trésorerie (% par an) 


dt i 
HE Surface du rectangle : dE = axe*tdt 
t n 


Valeur actuelle du flux infinitésimal dF : a xe% 04 


Figure 8.7 - Annuité continue de densité exponentielle 


On en déduit que la valeur actuelle de l’annuité continue de densité expo- 


n 
nentielle f(r) = a x e" par le calcul suivant : Ao = Î a x eV qr. 
0 


Cette expression montre qu'il faut distinguer deux cas : À = 6 et À + 6. 
n 

a) Si =6, en = 0] «40 = a | d'= all =4#"n: 
0 


Ainsi, lorsque le taux de croissance instantané À est égal au taux actuariel 
continu 6, tous les versements élémentaires ont même valeur actuelle, et on a : 
Ao=axn. 

On en déduit la valeur acquise A, à la date t = n en multipliant Ao par le 
coefficient de capitalisation et ; on obtient : 


A,=axn x ei =axnx(l+i}". 


b) Si À 6, la valeur actuelle de l’annuité continue exponentielle vaut : 


O6) 7" Q-ôm _ ] 

=] = a ——— On a donc: 
ein =] 

Ao — EC ETS [8.22] 

On en déduit la valeur acquise : 
e" _ e°? 
An = DA 
em _. 


Il est intéressant de comparer cette formule à celle en temps discret qui 
(1 se g)" _ (l “a 2)" elnÜ+g)lxn _ eix*n 
g—1 a = 

désigne le taux d'intérêt période continu. 


où 0 = In(il +2) 


s'écrit : A! = a 
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oir aussi 


© TD 1 Prérequis 

© TD 4 Intérêts composés 
© TD 6 Actualisation 

© TD 7 Rentes constantes 
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SEA 


Les caractéristiques d’une rente perpétuelle sont les suivantes : une 1"° 
annuité de 100 € sera versé à la fin de la 2° année, une 2"d€ de 200 € à la fin 
de la 3° année, …, une 19° annuité de 1 900 € à la fin de la 20° année ; les 
annuités suivantes demeureront constantes égales à 1900 €. Quelle est la 
valeur actuelle de cette rente si son taux actuariel est égal à 10,5 % par an ? 


O a)7 510 € Ob)7610€ Oc7710€  Od)7810€ 


10 000 € ont été placés sur un compte À rémunéré au taux d'intérêt de 
6 % par an. Si à la fin de chaque année les intérêts crédités ainsi que 1 000 € 
sont débités du compte A et déposés sur un compte B rémunéré au taux d’in- 
térêt effectif de 9 % par an, le solde du compte B dans 10 ans sera égal à : 


O a) 16 848 € Ob)18738€ Oc20848€ Od)22738<€ 


Les caractéristiques d’une rente mensuelle immédiate sont les suivantes : 
pendant la 1 année les mensualités sont en PA de 1 terme 50 € et de rai- 
son 10 € (12 mensualités) ; les mensualités augmenteront ensuite de 20 € 
pendant les 2 années suivantes (24 mensualités). Au taux d’intérêt nominal 
de 12 % par an à composition mensuelle, la valeur actuelle de cette rente est 
égale à : 


Oa)4518 € Ob)5718€ O07718€ Od)8718€ 


Jérémie bénéficie d’une rente immédiate perpétuelle annuelle constante de 
1 000 € qu'il souhaite échanger contre une rente immédiate annuelle tem- 
poraire d’une durée de 25 ans en progression géométrique dont le taux de 
progression est de 8 %. Quel sera le montant de la dix-huitième annuité de 
cette rente temporaire si l'échange est effectué en utilisant un taux actuariel 
de 8 % dans deux ans juste après le versement de 1 000 € ? 


O a)1850,01€  O b) 1 998,01 € © 0) 2 157,85 € O d) 3 158,59 € 


Les caractéristiques d’une rente perpétuelle immédiate sont les suivantes : 
les 5 premiers versements seront constants égaux à 1 000 € et les versements 
suivants augmenteront à partir du 6° en formant une progression géomé- 
trique. Sachant que la valeur actuelle de cette rente au taux actuariel de 9,2 % 
par an est égale à 16 750 €, le taux de progression de la rente à partir de la 
6° annuité est égal à (en % par an) : 


O a) 4,0 % O b) 42 % O co) 4,4 % O d) 46 % 


Quelle est la valeur actuelle d’une rente mensuelle immédiate pendant 5 
ans dont le premier versement est de 20 € et la raison 20 € si le taux d’inté- 
rêt nominal pour l’évaluer est de 9 % par an à composition trimestrielle ? 


O a) 26 896,80 © b) 27 296,80 O c) 27 896,80 © d) 28 396,80 
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Au même taux actuariel z, 

° La valeur actuelle de 100 € disponibles à la date n est égale à 76 €. 

° Les deux flux de trésorerie A et B ci-après ont mêmes valeurs actuelles : 
— À rapporte 100 à l'instant présent, 200 à la date n et 300 à la date 2n ; 
— B rapporte 600 à l’instant 10. 

Que vaut z (en % par an) ? 


O a) 3,5 % O b) 4,0 % O 0) 4,5 % © d) 5,0% 


Quelle est la valeur actuelle d’une rente perpétuelle immédiate constante 
de 1 000 € payés tous les 4 mois si au même taux actuariel celle d’une rente 
immédiate perpétuelle triennale de 30 000 € est égale à 96 000 € ? 


O a) 31 600 € Ob)32600€ Oc)33600€ © d) 34 600 € 


Au taux actuariel z, la valeur actuelle d’une rente immédiate perpétuelle 
annuelle constante de 500 € est égale à 10 000 €. Quelle est la raison d’une 
rente annuelle perpétuelle immédiate en progression arithmétique dont la 
première annuité est de 250 € qui a même valeur actuelle que la précédente 
au même taux actuariel z ? 


O a) 10€ O b) 12€ Oc)12,50€ Od)15€ 


La valeur actuelle d’une rente immédiate annuelle perpétuelle constante 
de 460 € est égale à 10 000,00 €. Évaluée au même taux actuariel, la valeur 
actuelle d’une rente immédiate annuelle temporaire pendant 10 ans en pro- 
gression arithmétique dont la première annuité est de 460 € et qui augmente 
de 12,50 € par an est égale à : 


© a) 3729 € Ob)3829€ Odg3929€ Od)4029€ 


Au taux actuariel z > 0, l’une des inégalités est exacte, laquelle ? 
O a) da < Gi < dj] O b) à < di] < Gi 


O ©) di < (A < a O d) di < a < Gi 


On considère les propositions suivantes : 
L': @ù = a (1 + v") Il : 43 = an + va IL : a3à = 42 + va 
© a) I et IT sont vraies mais II est fausse 
© b) I et III sont vraies mais IT est fausse 
© o) IT et III sont vraies mais I est fausse 
© d) I, IT et III sont vraies 


Après quelle durée (en années), la valeur acquise par une somme de 


5 000 € placée au taux effectif de 6 % par an est-elle égale à 7 000 € ? 
© a) 2,89 © b) 3,85 © €) 5,77 © d) 7,7 
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On a déposé respectivement 2 000 € et 1 000 € à l'instant 0 sur deux 
comptes rémunérés. Le taux d’intérêt instantané (en % par an) servi sur Le 1° 
0,04 
1 +0,04 
constant égal à 4 % par an. Quel est le taux de rémunération instantané 
énoncé sur une base annuelle des deux comptes consolidés à l'instant 1 = 5 ? 


O a) 3,33 % © b) 3,56 % O ©) 846% © d) 12,00 % 


compte est égal à à l'instant r (en années) et celui sur le 2°d est 


Les intérêts servis sur un compte sont composés au taux d’escompte 


commercial d® à composition trimestrielle pendant les 4 premières années 


(0 < 1 < 4) puis au taux instantané pendant les 4 suivantes (4 < 1 < 8). 


+1 
Si la valeur acquise par une somme de 100 € déposé à l’instant r = 0 est égale 
à 303 € à l'instant 1 — 8, que vaut d(Ÿ (en % par an) ? 

© a) 6,8 % © b) 8,8 % © 0) 12,8 % © d) 17,8 % 


1 
10 — 4 
(0 < r < 5). Le compte B est rémunéré au taux d'intérêt de 6 % par an à com- 
position semestrielle pendant les 3 premières années puis au taux effectif i. Si 
le solde des deux comptes est le même à l’instant r = 4 ans après avoir déposé 


Le compte À est rémunéré au taux d'intérêt instantané 


une même somme, égale à 500 € à l’instant £ — 0 sur ces deux comptes, que 
vaut i énoncé sur une base annuelle ? 


O a) 27,08 % Ob)39,58% Oc)4708% © d) 49,58 % 


Quelle est la valeur actuelle d’une rente constante semestrielle tempo- 
raire composée de trois versements de 1 000 € déposés dans 5 ans 1/2, 6 ans 
et 6 ans 1/2 sur une compte rémunéré au taux d’intérêt instantané égal à : 


—— où f > 0 est mesuré en années ? 
50 + 21 PA 


O a) 2858 € Ob)2888€ Oc2918€ Od)2948€ 


Les intérêts servis sur un compte rémunéré sont variables d’une année à 
l’autre. Pendant la 1" année, ils sont calculés à escomptes composés au taux 
commercial simple de 8 % par an. Pendant la 2° année, ils sont calculés à 
escomptes composés au taux commercial nominal de 6 % par an à composi- 
tion biannuelle (une fois tous les 2 ans). Pendant la 3° année, ils sont calcu- 
lés à intérêts composés au taux d’intérêt nominal de 8 % par an à composi- 
tion semestrielle. Pendant les 4° et 5° années, ils sont calculés au taux continu 
constant de 6 % par an. À quel taux d'intérêt effectif (en % par an) est rému- 
néré ce compte pendant ces 5 années ? 


© a) 6,26 % O b) 6,66 % © co) 7,06 % © d) 7,16 % 
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Une même somme, égale à 4 000 €, a été déposée au même instant sur 
deux comptes rémunérés à intérêts composés. Les intérêts sont calculés au 
taux nominal de 8 % par an à composition semestrielle sur le premier. Quel 
est Le taux d’intérêt continu, énoncé sur une base annuelle, servi sur le second 


si la valeur acquise est la même sur des deux comptes à l'instant { — 7,5 ? 


© a) 7,34 % © b) 7,84 % © 0) 8,34 % © d) 8,84 % 


Le compte À est rémunéré à escomptes composés au taux commercial 
simple égal à 6 % par an. Le compte B est rémunéré à intérêts composés au 
taux nominal de 8 % par an à composition trimestrielle. À quel instant (en 
années) le taux d’intérêt instantané est-il le même sur les deux comptes ? 


O a) 0 © b) 3,8 © o) 4,0 © d) jamais 
Les rémunérations de deux comptes sont respectivement calculées à 
intérêts simples au taux de 10 % par an pour le premier et à escomptes 


simples au taux commercial de 9 % par an pour le second. A quel instant (en 
années) le taux d’intérêt instantané sera-t-il le même sur ces deux comptes ? 


© a) 0,333 © b) 0,444 © co) 0,556 © d) 0,667 


Deux comptes sont respectivement rémunérés au taux d'intérêt simple 
égal à i pour le premier et à intérêts composés au taux nominal égal à 10 % 
par an à composition semestrielle pour le second. Si le taux d'intérêt instan- 
tané servi par les deux comptes est le même à l’instant f = 5 ans, quelle est la 
valeur acquise par 100 € déposés sur le 1° compte ? 


O a) 185 € © b) 190 € © c) 195 € O d) 200 € 

Sur un compte rémunéré au taux d'intérêt instantané Ô(r) — _ (en 
% par an), on dépose pendant 10 ans (0 < r < 10) un flux de trésorerie de 
densité égale à : f(r) = b x (8+1) où b est une constante. 
Si le solde du compte en r = 10 est égal à 20 000 €, que vaut b ? 
Oa iii © b) 116 © o) 121 © d) 131 


Le taux d’intérêt instantané (en % par an) servi sur un compte rémunéré 


1 
est égal à ô(r) = TR) (t > 0). Si la valeur actuelle d’un versement de 200 € 


ent = 3 et de 400 € en f = 15 sur ce compte est égale à celle d’un versement 

de 150 € en f = 8 et d’une somme S en r = 24, que vaut S ? 

© a) 600 € O b) 750 € O oc) 900 € O d) 1050 € 
21—1 

2(42—-1+1) 

est la valeur actuelle des trois flux de trésorerie suivants : 50 € dans un an, 

70 € dans 2 ans et 1 090 € dans 3 ans ? 

© a) 502 € © b) 602 € O ©) 652€ © d) 702 € 


Au taux d'intérêt instantané Ô(f) = (en % par an), quelle 
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On a placé 2 500 € à l'instant s = 0 sur un compte À rémunéré au taux 

d'intérêt simple égal à 6 % par an puis 2 000 € à l'instant s = 2 sur un compte 
est 1 

B rémunéré au taux d'intérêt instantané Ô(t) = ae ( >0), en % par an. 


Le solde des deux comptes sera le même à l'instant t (en années) égal à : 


O a) 8,88 © b) 9,27 © ©) 10,00 O d) 10,11 


Quelle est la valeur actuelle d’une rente annuelle perpétuelle immédiate 
en progression arithmétique de 1% terme 100 € et de raison 200 € sachant 
qu'au taux actuariel utilisé pour l’évaluer, on a : $r3 = 72 et än — 6. 


© a) 13 600 € Ob)14600€ Oc)15600€ © d) 16 600 € 


On considère deux rentes perpétuelles : la première est immédiate en 
progression arithmétique de premier terme 100 € et de raison 10 € ; la 
seconde est constante égale à 180 €, payable d'avance. A quel taux actuariel 
(en % par an) les valeurs actuelles de ces deux rentes sont elles égales ? 


O a) 9,2 % © b) 9,7 % © oc) 10,2 % O d) 10,7 % 


On a déposé successivement 100 € à l'instant r = 0 puis une somme S 
à l'instant r = 3 sur un compte rémunéré au taux d’intérêt instantané (en % 
par an) égal à ô(r) = 0,01 x 12. Quelle est cette somme S sachant qu’elle est 
égale aux intérêts acquis sur ce compte entre les instants 1 = 3 et t = 6 ? 


O a) 485 € O b) 585 € © c) 685 € © d) 785 € 


Après combien d’années une somme S versée sur un compte rémunéré 
au taux d'intérêt instantané 6(1) — 0,02r?, aura-t-elle doublé ? 


© a) 3,70 © b) 4,20 O oc) 4,70 © d) 5,20 


KR 
ÉFLEXION 


1)$ Quelle est la valeur actuelle de 3 000 € disponibles dans 6 trimestres 
au taux d’escompte commercial à composition mensuelle de 9 % par an ? 
2)$ Quelle est la valeur actuelle de 3 000 € disponibles dans 6 trimestres si 
le taux d’escompte continu est égal à 9 % par an. 
3) Quelle est la valeur actuelle de 3 000 € disponibles dans 6 trimestres si 
le taux d’escompte rationnel à composition mensuelle est égal à 9 % par 
an ? 
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Trois obligations classiques du Trésor détachent un coupon annuel de 


5 %. Leurs maturités sont respectivement de 1, 2 et 3 ans et elles cotent res- 
pectivement 100,962 %, 100,46 % et 97,503 %. 


1)$ Calculer les taux spots à 1, 2 et 3 ans. 


2)$ Quels sont les taux de rentabilité actuariels de ces 3 obligations ? 


Une société envisage la construction d’un pont dont le coût actualisé 
s'établit à 20 millions d’euros. La date d’entrée en service est fixée au 1° jan- 
vier 2013. Pour simplifier on supposera que les péages sont encaissés en fin 
d’année et on retiendra un taux d’actualisation de 10 % par an. Un trafic égal 
à 1 million de véhicules est prévu en 2013. 


1) Quel péage faut-il fixer (en euros constants) pour que le compte d’exploi- 
tation actualisé de l’ouvrage s’équilibre au 31 décembre 2022 si le trafic 


a)$ est supposé stable pendant la décennie ? 
b)$ augmente chaque année de 10 % ? 


2) On suppose maintenant que le péage est fixé à 3,50 € pendant la décen- 
nie. 


a)$ Calculer la valeur actuelle nette de l’investissement dans les deux hypo- 
thèses de trafic envisagées à la question 1. 


b)$ Dans l’hypothèse d’un taux de croissance annuel constant de 10 % du 
trafic, quelles seront les pertes de recettes potentielles en 2021 et 2022 si 
la capacité du pont est limitée à 2 millions de véhicules par an ? 


c)$ Au moment de sa construction, cette capacité pourrait être portée à 
2,5 millions de véhicules par an moyennant un surcoût de 0,5 million 
d'euros en date valeur au 1% janvier 2013. 


Dans l’hypothèse d’une croissance annuelle du trafic de 10 % par an, quelle 
est la variation de la valeur actuelle nette du projet si cet investissement com- 
plémentaire est réalisé ? Quelle est la variation de la valeur actuelle nette pro- 
bable si on affecte une même probabilité aux deux hypothèses envisagées : 
stagnation et croissance du trafic ? 


Un projet de construction d’une portion d’autoroute prévoit que le tra- 
fic s'établira à 2 millions de véhicules la première année et augmentera de 4 % 
chaque année. On se propose d’utiliser un modèle selon lequel la densité du 
trafic à l'instant f énoncé sur une base annuelle (en millions de véhicules/an) 
est exponentielle et s'écrit : f(r) = a x e*?. 


1 a)$ Quels sont les trafics prévus sur cette autoroute pendant les 2° et 
10° année ? 


b)$ Calculer les paramètres a et y du modèle. 
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2) Le coût de la construction de cette portion d’autoroute est de 100 millions 
d'euros et on désigne par p le montant du péage. 


a)$$ Compte tenu des hypothèses, quelle est la valeur actuelle des péages 
encaissés s'ils peuvent être instantanément placés sur un compte rému- 
néré au taux effectif de 3 % par an ? 


b)$ On se propose de fixer le montant du péage de façon à ce que le total 
des recettes actualisées pendant les 10 premières années soit égal au coût 
de l'ouvrage. À combien doit-on fixer le montant du péage ? 


c)*® Peut-on prolonger ce calcul pour une durée d’utilisation très grande ? 


\ se 
= NTRAÎNEMENT 


$ Au taux actuariel z = 5 % par an, quel est la valeur actuelle d’une rente 
immédiate annuelle perpétuelle en PG de premier terme 500 € dont le taux 
de progression annuel est égal à g = 7 % ? 


#6 Les caractéristiques d’une rente immédiate trimestrielle versée pen- 
dant 10 ans sont les suivantes : chaque année le versement du 1‘ trimestre 
est de 1 000 €, celui du 2° de 2 000 €, celui du 3° de 3 000 € et celui du 
4° de 4 000 €. 


Quelle est sa valeur actuelle au taux actuariel de 7 % par an ? 


Un flux de densité f(r) = 1000e%% € par an est versé sur un compte 
pendant l'intervalle de temps : 0 <r<5. 


1)$ Calculer la somme versée pendant la période [0, 5]. 


2)$ Calculer la valeur actuelle de ces versements si ce compte est rémunéré 
au taux d'intérêt continu constant Ô(1) = 4 % par an. 


On dispose des données suivantes : 


* Le taux de rentabilité actuariel d’un actif sans risque, qui rapporte 1 000 
dans un an et encore 1 000 dans deux ans, est égal à 10 % par an. 


+ Un zéro coupon du Trésor à deux ans cote 85,734 %. 
1)$ Quels sont les taux d'intérêt spots à 1 et à 2 ans ? 


2)$ Quel est le taux d’intérêt forward dans un an pour un an ? 
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Calcul actuariel 
obligataire 


L 
ESSENTIEL 


Plus un emprunt est important et plus les prêteurs susceptibles de l'accor- 
der se font rares. À partir d'un certain montant, il devient tellement difficile 
d'en trouver qu'il faut le fractionner pour réunir la somme nécessaire. Les 
banques peuvent s'en charger, contre rémunération, en diffusant au nom 
de l'emprunteur, un nombre suffisant d'emprunts identiques appelés obli- 
gations. Pour convaincre des prêteurs éventuels, encore faut-il que les 
caractéristiques de ces emprunts soient attractives au moment choisi : 
l'élément principal est le taux actuariel servi aux souscripteurs qui tient 
compte de la fiabilité de l'émetteur mesurée par les agences de notation. 


1©@ Obligations 


1.1 © Généralités 


Une émission obligataire — bond issue — permet à un organisme privé ou 
public d'emprunter des sommes importantes en diffusant des titres de 
créance identiques, appelées obligations. Les créanciers de l'émetteur — isser 
— sont appelés obligataires — bondholders —. Un contrat d’émission — irden- 
ture — fixe les engagements pris par l'émetteur. 

L'appellation « obligation » est en principe réservée à des titres rembour- 
sables dans « longtemps » : 7 ans et plus en France, 10 ans et plus aux États- 
Unis. Les vocables « bons » et « billets de trésorerie » désignent des emprunts 
d’une durée plus faible. Il n’y a ici aucun inconvénient à confondre ces trois 
termes. 


Les caractéristiques essentielles d’une obligation sont 


— son prix de remboursement R — redemption amount — à la date 
d'échéance — maturity date ou due date — ; 


— les montants et les dates de versement des éventuels coupons, c’est-à-dire 
des intérêts ; 


— le risque de défaut de l’émetteur mesuré par les agences de notation. 
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Ces agences apprécient la solvabilité des emprunteurs qui en font la 
demande. Cette information se révèle indispensable pour que les banques 
puissent placer les obligations émises. 


Les intérêts périodiques versés sont : 


— constants, lorsque le taux du coupon est fixe : on dit alors parfois que 
l'obligation est nominale — nominal bond - ; 


— flottants, lorsque seul le taux du coupon est variable — floating rate 
bonds —. Lorsqu'une mesure contractuelle lie la variation du nominal à 
4 
l’évolution d’une ou plusieurs variables économiques, on dit que l’obli- 
P 4 % 
gation est indexée — ndex-linked bond —. Dans ce cas les coupons et le 
prix de remboursement sont variables. 


— nuls, quand le taux facial de l'obligation est égal à zéro. Dans ce cas l’obli- 
gation est dite à coupon zéro — zero-coupon bond, accumulation bond ou 
encore bullet bond —. 


La valeur nominale — par value où face amount — d’une obligation, qu'on 
notera N, a pour objet de fournir la base de calcul des intérêts périodiques 
(cf $ 1.3). On dira qu'elle est remboursée au pair quand son prix de rem- 
boursement est égal à sa valeur nominale (R = N), et respectivement au des- 
sous ou au dessus de son pair quand R < Net R > N. 


Le contrat d'émission prévoit parfois des clauses optionnelles — embedded 

options — : 

+ Une obligation à fenêtres avec option de rachat au gré de l'émetteur 
— redeemable bond où callable bond — ou de revente au gré de l’obliga- 
taire — retractable bond où putable bond — est remboursable par anticipa- 
tion selon des modalités (dates) fixées à l’avance. 


° Une obligation convertible — convertible bond — donne droit à l’obliga- 
taire de l’échanger contre des actions de l’entreprise qui l’a émise à un 
cours dit de conversion spécifié à l'avance. En contrepartie de ce droit, le 
taux du coupon est inférieur à celui des obligations comparables. 


Les obligations sont négociées coupon attaché — f4// price ou cum coupon — 
jusqu’à une date fixée quelques jours avant la date effective de versement du 
coupon. Les transactions en cours peuvent être ainsi dénouées sans ambiguïté 
sur l'identité de l'ayant droit au prochain coupon. 


Les coupons associés à une obligation ne font l’objet d’une cotation sur le 
marché que dans le cas de son démembrement — cospon stripping — (cf. $ 1.4) 
en plusieurs autres à coupon zéro : certificats des différents coupons et certi- 
ficat du remboursement. 


Autrefois, l’obligataire recevait un document en papier sur lequel les inté- 
rêts à verser étaient matérialisés par des coupons, qu’il fallait échanger pour 
recevoir les différentes rémunérations prévues aux dates anniversaires. Cette 
procédure a conduit à un vocabulaire imagé : coupon attaché, coupon déta- 
ché — ex coupon —. 
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1.2 @ La dette de l'État français 


La composition de la dette de l’État français a été rationalisée par la créa- 
tion de trois catégories de titres standardisés appelées Valeurs du Trésor qui se 
distinguent par leur maturité à l’émission plus ou moins longue. Ils ont tous 

8 Ê 
| s 
pour valeur nominale un euro. En achetant des titres de l’État français, un 
investisseur est quasi certain de recevoir les éventuels coupons et d’être rem- 
boursé de son prêt à des dates précises, connues à l’avance. 


Les BTF (Bons du Trésor à taux Fixe) sont des titres à coupon zéro dont la 
maturité est au plus égale à 1 an, remboursés in fine au pair. Les BTAN (Bons 
du Trésor à intérêts Annuels de maturité 2 ou 5 ans) et les OAT classiques 
(Obligations Assimilables du Trésor, de maturité parfois très grandes) sont 
également remboursés au pair in fine mais distribuent des coupons annuels. 


Les OAT constituent le mode de financement par emprunts de l’État pour 
des durées dites de long terme. Comme pour la plupart des valeurs mobilières 
cotées en Europe, le règlement d’une OAT intervient 3 jours ouvrés de 
bourse après la transaction. 


L'État français émet également des OAT indexées sur IPC et sur l'indice 
des prix de la zone euro appelées respectivement OAT? et OAT€z. LOAT 
TEC 10 est une OAT indexée sur l'indice des rendements des emprunts de 
l'État de maturité 10 ans. L'acronyme TEC 10 est le taux actuariel d’une 
OAT fictive d'échéance constante égale à 10 ans obtenu par interpolation sur 
la courbe des taux du marché secondaire des OAT encadrant cette maturité. 


1.3 © Obligations classiques 


On désigne par obligation classique — vanilla ou conventional bond - une 
obligation remboursée au pair (c’est-à-dire à sa valeur nominale) et dont le 
taux de rémunération périodique est fixe. 


Si m et i désignent respectivement la fréquence annuelle de paiement des 
intérêts et le taux d’intérêt nominal (ou facial) — stated interest rate — payable 
m fois par an, on en déduit : 


. , . i 2 æ Se) 4 
— le taux de rémunération périodique 7 = — de l'obligation, appelé taux du 
m 


coupon — coupon rate — ; 


— le coupon en appliquant le taux de rémunération précédent à la valeur 


nominale N de l'obligation soit : C = LxN. 
m 
1.4 © Autres types d'obligations 


Obligations démembrées 


Le démembrement d’obligations classiques, permet de créer des certificats à 
coupon zéro appelées « STRIPS » — Separate Trading of Registered Interest and 
Principal Securities —. 
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Le marché français des obligations démembrées des titres du Trésor est le 
plus développé et le plus liquide de la zone euro. La séparation des différents 
coupons et du remboursement du capital d’une OAT engendre des certificats 
à coupon zéro fongibles. Le calcul du prix à payer s'effectue en pourcentage 
du nominal ; le règlement intervient 3 jours ouvrés après la transaction sur le 
marché secondaire. 


Obligations convertibles 


Le détenteur d'obligations convertibles encaisse des intérêts (coupons) jus- 
qu'à sa décision éventuelle de les convertir en actions. La position obtenue 
par un portefeuille d'obligations convertibles est donc moins risquée que celle 
d’un portefeuille d'actions de même valeur. Son détenteur n’a intérêt à les 
convertir que si le cours de l’action est supérieur au cours de conversion fixé. 


Obligations perpétuelles 


Jusqu'au XIX® siècle, la majeure partie de la dette obligataire du Trésor bri- 
tannique était constituée de rentes perpétuelles remboursables à une date 
indéterminée, appelées « consols » (consolidated annuities). 


2 © Calcul obligataire à taux fixe 


2.1 © Notations 


l'an an 1 
Flux de trésorerie : C Cr; C R+C 


Date présente T+0 


Dates TT TH T2. Tinl Tin t 
Prix d’achat Pr+6 É E 
Maturités des coupons : 1-0 2-0 …  n-1l-0 n-0 


Figure 9.1 — Notations liées à l’achat d’une obligation 


On supposera ici que les coupons sont annuels, de montant C versés aux 
dates : T,T +1,..,T +n. Les intérêts (coupons) payés à ces dates anniver- 
saires valent donc: C=ixN. 


0, Pr40, i, N, R, z et n désignent respectivement la durée du coupon couru 
à la date présente 1 = T +0 (0 < 0 < 1), la valeur de marché du titre, son 
taux facial, son nominal, sa valeur de remboursement, son taux actuariel et 
le nombre de coupons restants à détacher. 


Les durées entre la date d’achat et les dates de versement des coupons et du 
remboursement du principal sont donc (cf graphique 9.1) : 


1—-0,2—-06,...,n—0 
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2.2 © Prix à une date anniversaire 


Quand on connaît le taux actuariel de rentabilité z d'une obligation, on 
peut utiliser quatre formules pour calculer son prix Pr(z) à une date anni- 
versaire T de détachement d'un coupon. 


1) Pr(e) = C x am + K [9.1] 


Dans cette formule de base, le montant K = R x v” s'interprète comme 
étant la valeur actuelle du prix de remboursement R actualisé au taux de ren- 
tabilité actuariel z. 


2) PrG)=R+(C-RX2) x a 21 


Cette formule montre qu'à la date T de détachement du coupon, le prix Pr 
d'une obligation est supérieur ou inférieur à sa valeur de remboursement R 


selon que le taux actuariel z est plus petit ou plus grand que le coefficient 


C Nxi 
Er appelé taux modifié du coupon — modified coupon rate —. 


Sig = 7, Pr(z) = R, l’obligation cote son prix de remboursement. 


Si g <z, Pr(z) < R ; l'obligation cote moins que son prix de rembourse- 
ment ; la différence : R — Pr(z) est appellée sa décote — discount —. 

Sig >z, Pr(z) > R ; l'obligation cote plus que son prix de rembourse- 
ment ; la différence : Pr(z) — R est appelée sa prime — premium —. 

Quand une obligation est remboursée au pair (R = N), la formule [9.2] 
s'écrit : Pr(z) = N[1 + (Gi — z)ah,] ; dans ce cas particulier, l'obligation cote 
plus ou moins que son pair selon que z <i ou z>5i et son prix 
pr = Pr() + N en pourcentage du nominal s'écrit : pr(z) = 1 + (i — z)an. 


3) PrG)=G+(R—Gjr" [9.3] 


dou 3 C 
Dans cette formule particulièrement simple, G = — est la valeur actuelle 
z 


d’une rente perpétuelle immédiate constante C, calculée au taux de rentabi- 
lité actuariel z. 


4) Pr) = K + Ê(R — K) [9.4] 


Cette formule (dite de Makeham du nom d'un actuaire anglais du XIX® 
siècle) décompose ce prix en une première partie égale à K (valeur actuelle du 


LA & 
remboursement R calculé au taux z) et une seconde ©(R — K) [valeur 
Z 


A 


actuelle des coupons encore à recevoir] proportionnelle à R-K. Si le taux 
modifié du coupon est égal au taux actuariel, l'obligation vaut donc R et l'en- 
semble des coupons R-K. 
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La détermination du taux actuariel de rentabilité z d'une obligation tient 
compte des n coupons restants à encaisser et de la plus ou moins-value comp- 
table réalisée à l'échéance. Avant l'avènement des moyens modernes de cal- 
cul, la procédure de calcul était longue et compliquée. On pouvait toutefois 
obtenir une approximation de ce taux par la formule suivante : 


1 Pr -R 
& — — 
U n__R 
É n+1l 1Pr-R 05) 
1 + x 
2n n _R 
1Pr-R . 
(————— est la prime annuelle moyenne en pourcentage de la valeur de rem- 


n 
boursement ; cf. exercice 34). 

Avec une calculatrice financière adaptée, le calcul est devenu indolore de 
nos jours. 


2.3 © Prix à une date quelconque 


Pour faciliter les comparaisons, le prix d’une obligation est : 

— corrigé afin de pouvoir raisonner comme si elle venait de détacher son 
coupon ; 

— publié en pourcentage de son pair N. 

À la date 1 = T + 0 de règlement comprise entre T et T + 1 : 


— le prix du coupon couru — accrued interest — estime la valeur actuelle du 
prochain coupon à la date de règlement depuis le versement du coupon 
précédent ou, s'il n'y a pas eu encore de coupon, depuis la date de jouis- 
sance — dated date — de l'obligation, prorata temporis, c'est-à-dire de la 
manière suivante : CCr19 = 0 x C [9.6] 


On notera que le Comité de normalisation obligataire (CNO) retient la 


convention de durée NJE/Exact pour déterminer la durée 6. 
Cr+0 
le 


C 
On note : ccri9 = ———— 


. prix du coupon couru en pourcentage du 


nominal. 


— le prix au pied de coupon — clean price — estime, par différence, le prix 
la valeur actuelle de toutes les rémunérations à venir autres que celui du 
prochain coupon :  Pdr+9 = Pri0(z) — CCr+0 [9.7] 


Le prix d'une obligation au pied de coupon à une date quelconque est donc 
homogène à celui aux dates anniversaires de détachement du coupon. 


À la date T + 0, le prix d’une obligation, appelé prix plein coupon -— dirty 
price — se décompose ainsi de la manière suivante : 


Pr) = CCr+0 + Pdr:o [9.8] 
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Les journaux publient le dernier cours de clôture connu au pied de coupon 


dT+0 


en pourcentage du nominal, noté pd;49 = avec deux décimales. Dans 


la désignation d'une obligation, le taux du coupon et sa date de rembourse- 
ment sont précisés. Le prix plein coupon en pourcentage du nominal s'écrit : 


PT+9 = pdr+e(z) + CCr+9 


3 © Risque de taux 


3.1 © Sensibilité, duration, convexité 


Le taux de rentabilité actuariel z d’un investissement dont la juste valeur 
initiale est Po dépend non seulement de la séquence des flux de trésorerie 
futurs CF, CF, …, CF, qu'il engendre aux dates k = 1,2, .., n mais aussi 
des taux d’intérêts auxquels ces derniers peuvent être réinvestis. 


Les formules d’approximation qui suivent envisagent une faible déforma- 
tion de la courbe des taux d’intérêt que l’on supposera plate, se déplaçant 
parallèlement à elle-même. Cette hypothèse particulièrement restrictive n'est 
réalisée en pratique que pour des maturités de plus de 10 ans (cf. graphique 


8.4 du TD 8). 

Connaissant le taux actuariel d’une séquence de flux de trésorerie futurs 
CFi, CP, .…, CF, envisagés aux dates k = 1,2, …, n, on en déduit sa juste 
valeur P(z) par l’équation : 


= CF 
PG)=) —— 
(x) 2. A+ 


La fonction P :z+> P(z) est indéfiniment dérivable ; elle est par ailleurs 
positive et décroissante si tous les flux de trésorerie sont positifs. 


On appelle sensibilité — volatility ou modified duration — de la valeur pré- 
cédente au taux actuariel z, notée S(z), l'opposé de la dérivée logarithmique 
de la fonction P : 


I ERCF 
S(z) = 99 
(2) P D (1 se Flan [ ] 


La sensibilité S(z) d’une obligation permet d’approximer la variation rela- 
tive et absolue de sa valeur engendrée par celle, notée Az, supposée uniforme 
pour toutes les maturités des taux d'intérêt. Les formules : 


AP 
À Log P = FA —S x Az et AP =—S x P x Az sont généralement 


satisfaisantes pour une faible variation Az. Elles deviennent trop grossières 
quand on envisage une variation de quelques pourcents. 
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La formule mathématique de Taylor-Young est génératrice d’approxima- 
tions plus précises quand on envisage des variations plus importantes de la 
2 


FRA la dérivée seconde 
Z 


courbe des taux d'intérêt. En désignant par P”(z) = 


de la fonction P :z+ P(z), on peut en effet écrire : 


AP  P'(z 1 P"(z 
D Ar ONE 


HET R ED 2 BG 


On appelle convexité — convexity — au taux de rentabilité actuariel z de la 
juste valeur P(z) d’un investissement caractérisé par la séquence de flux de 
trésorerie futurs CF1, C F2, …, CF, envisagés aux dates k = 1,2,..,n, le 
nombre : 


1 d?P P"(2) 
X == 
P(z) dz? P(z) 


C(z) = 


Si S(z) et C(z) désignent respectivement la sensibilité S et de la convexité 
C de la juste valeur P(z) de cet investissement évaluées au taux actuariel z, 
on en déduit une approximation de la variation de son prix de marché quand 
on envisage une même variation Az du taux de rémunération pour toutes les 
maturités par la formule : 


AP 1 2 
BROP = SR CRUE) 


On appelle duration —- Macauley duration — de la juste valeur précédente, 
notée D(z), la moyenne arithmétique des dates k pondérées par des coeffi- 
cients proportionnels aux valeurs actuelles des flux futurs C F4 évaluées au 
même taux z de rentabilité actuarielle. La duration s'exprime donc en années 
et s'écrit : 


1 EXC, 
DOj=E NN TEE 10 
(2) F2 ee [9.10] 
On en déduit : 
D 
S(z) = = [9.11] 


Réciproquement, quand on connaît la sensibilité de la juste valeur d'un 
investissement, on en déduit sa duration par l'équation : D(z) = (1 + z)S(z). 


La formule [9.11] permet de calculer la sensibilité d’une séquence de flux 
de trésorerie à une variation Az des taux d'intérêt à partir de la duration de 
Macauley et explique pourquoi cette sensibilité est également appelée dura- 
tion modifiée — modified duration — par les financiers. 


Quand on connaît les durations, sensibilités et convexités D4, S4, CA et 
D, Sp, Cp, des justes valeurs P4 et Ps de deux investissements À et B, au 
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taux de rentabilité actuariel z, on en déduit les paramètres correspondant du 
portefeuille P formé par la réunion des deux (de valeur P = P4 + P8) par les 
formules suivantes : 
Da PSP es PAPA CRE. 

PA + PB Pa + PB 
_ PA X Ca + Pg x CB 
_ Pa + PB 


2 


CP 


3.2 © Cas particuliers 
Obligation à coupon zéro 


La valeur d’une obligation à coupon zéro dont le flux de trésorerie est CF. 


à l’instant n est : P(z) ee 
n : — 2 
à l’insta es z den 
On obtient : 
Lo __n _ n(n +1) 
D(z) = n ; S() = ee et C(z) = dE [9.12] 


La duration, la sensibilité et la convexité d’une obligation à coupon zéro 
sont donc des fonctions croissantes de sa maturité n et décroissantes de son taux 
actuariel z. 


Rente constante immédiate 


La valeur d’une rente constante immédiate dont les flux sont C F4 = a aux 
dates &=1,2,..,n est: P()=a x a}. 


Sa duration vaut : 


(a) 1+2z n 
LE E E î 
" Gr z  (A+z}-1 0.13] 
Sa convexité s'écrit : 
v? n È f L° 
al AT 4 
É Fi b a+ 3 ( | [9.14] 


Rente constante perpétuelle immédiate 
La valeur actuelle d’une rente constante perpétuelle immédiate, est 


PU = On obtient : 


1 1 
D = TE 3 5) = =; CO = 


2 
= [9.15] 


EN 


Obligations à taux fixe 


Immédiatement après le détachement du coupon annuel, une obligation de 
valeur nominale N, remboursée R dans ñn années et dont le taux facial est à 
(CF =i x N), vaut: P()=Cxar,;+R x v". 
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E : 
En posant g — R obtient : 


Le DEA X) 


D — 
M eA+æ"-1l+z 


[9.16] 


On notera que cette duration a pour limite celle d’une rente immédiate 
perpétuelle constante [(1 + z) +z] quand n augmente indéfiniment. Plus 
précisément, une obligation à taux fixe atteint cette limite par valeurs infé- 
rieures ou supérieures selon que g > z ou que g <Z. 

Quand une obligation cote son prix de remboursement (g = z) la formule 


[9.16] s'écrit plus simplement : D(z) — ee — =] 
Z (+2) 


Toutes choses égales par ailleurs, si la valeur de remboursement R d’une 
obligation classique augmente, sa duration (et sa sensibilité) augmentent ; par 
ailleurs si le taux i du coupon augmente, ces deux paramètres diminuent. 


La convexité s'obtient par une combinaison linéaire des convexités d’une 
rente temporaire immédiate constante (celle des intérêts) et d’un coupon zéro 
(le remboursement R) pondérés par des coefficients respectivement propor- 
tionnels à : C x a et R x v'. 


3.3 © Immunisation! 


Pour fixer les idées, imaginons qu'une compagnie d’assurances se soit enga- 
gée à payer les sommes E1, E, …, En aux dates 1,2, …., n. Au taux actuariel 
z, leur valeur actuelle de l’ensemble des engagements est : 

HO 
ECG 2 + a 

Pour couvrir ces engagements, la compagnie dispose de capitaux propres et 

de primes payées par les assurés. Imaginons qu’elle ait construit un porte- 


feuille d'obligations dont les flux de trésorerie futurs sont A1, A2, …, À,, aux 
dates 1,2, .., n. Au taux actuariel z, leur valeur actuelle du portefeuille obli- 
gataire est : 
PQ = TE 
je ——— 
Du - 


Couvrir initialement exactement ses dettes consiste à choisir les obligations 
de façon à ce qu'à la date de création du portefeuille on ait 
PA(z) = Pg(z) = P. Mais si le taux actuariel z varie, il en est de même des 
valeurs actuelles P£(z) et PA(z). 

On dira que le portefeuille de couverture est immunisé — immunized — 
contre une même variation Az des taux d'intérêt (pour toutes le maturités) si : 


PA(z + Az) > Pr(z + A2) [9.18] 
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Quand on connaît respectivement les sensibilités (Sg, S4) et les convexités 
(Cr, Ca) de l’ensemble des engagements et du portefeuille obligataire de 
couverture, on peut écrire : 


Pal AZ) PET AT) = P(Sa— SE) EP x | SCA — CE) X «a? | : 


Le portefeuille obligataire est donc immunisé contre une même faible varia- 
tion Az des taux si : P4(z) = Pg(z) = P, Sa = Sp et C4 > Cr. 


3.4 @ Sensibilité et convexité effectives? 


Contrairement à une obligation classique, la séquence discrète des flux 
futurs d’une obligation à fenêtres n’est pas fixée à la date d'émission : elle 
dépend de l’évolution des taux. Une petite variation du taux actuariel d’une 
obligation remboursable par anticipation (au gré de l’émetteur ou à celui de 
l’obligataire) peut en effet déclencher son remboursement quand elle se traite 
à un prix proche de celui auquel elle est remboursable. 


Une diminution du taux actuariel incite l’émetteur à exercer son option 
pour rembourser sa dette sil peut lever des capitaux à moindre coût. Au 
contraire, une augmentation du taux actuariel peut inciter les obligataires à 
exercer leur option pour récupérer leurs fonds et les placer différemment. 

On peut estimer les variations du cours d’une obligation remboursable par 
anticipation, soumise à une modification Az de son taux de rentabilité actua- 
riel, quand on dispose de sa sensibilité et de sa convexité effectives. 

Le taux actuariel étant égal à z, on appelle respectivement sensibilité et 
convexité effectives de la juste valeur P(z) d’un investissement, des estimations 
de ces paramètres obtenues de la façon suivante : 


— S(7) & [PG — Az) — P(z + Az)] + (2 x P x Az); 
— Ce) FIP(+ Az) —2P(z) + P(z— A,)]+[P(z)(Az)] 


Quand le taux actuariel des actifs de même risque varie de Az, on en déduit : 
AP 1 


A Log P = F- —S, x Az+3 Ce x (Az}?]. 

Pour une variation d’un point de base par exemple (Az — 0,01 %), on 
obtient : 

— Se(z) & [P(Z — 0,0001) — P(z + 0,0001)] + (2 x P x 0,0001) 

— CG) © 10$[P(z + 0,0001) — 2P(z) + P(z — 0,0001)] + P(z) 

Au voisinage de son prix de remboursement, seule une obligation rem- 
boursable au gré de l'émetteur peut avoir une convexité négative. Une obli- 


gation remboursable au gré de l’obligataire a au contraire une convexité bien 
supérieure à celle d’une obligation classique comparable. 
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© TD 5 Intérêts composés 

© TD 6 Actualisation 

© TD 7 Rentes constantes 

© TD 8 Rentes et modèles financiers en temps continu 
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SE 


On désigne par prix (plein coupon) d’une obligation, son prix : 
© a) avant d’avoir tenu compte des frais 


© b) après avoir tenu compte des frais facturés par les intermédiaires 


© c) au pied de coupon plus le coupon couru 
© d) avant d’avoir tenu compte des frais facturés par les intermédiaires 
Une obligation classique de valeur nominale 1 000 € cote 90 %. Son taux 
du coupon est de 6 %. Son taux de rentabilité actuariel est 
© a) égal à 5,4 % par an si sa maturité est de 10 ans 
© b) nécessairement supérieur à 6 % par an 
O c) nécessairement inférieur à 6 % par an 
© d) supérieur ou inférieur à 6 % par an selon sa maturité 
Une obligation de valeur nominale 1 000 €, de maturité 3 ans et de taux 


facial 6 % à coupons annuels a été émise avec une option de remboursement 
anticipée au gré de l’émetteur évaluée à 2 % de son pair. 


Les taux spots à 1, 2 et 3 ans étant égaux respectivement à 7 %, 8 % et 9 % 
par an, combien cote-t-elle ? 


© a) 900,00 € O b) 906,03 € © c) 926,03 € © d) 9 146,03 € 
Si les taux d’intérêts augmentent, la valeur des portefeuilles composés 
d'obligations 
© a) convertibles augmente © b) du Trésor reste inchangée 
© c) augmente © d) diminue 
L'une des affirmations suivantes concernant une obligation à coupon zéro 
est fausse, laquelle ? 
© a) elle peut coter le double de son pair 
© b) quand elle cote son pair, son taux actuariel est nul 
© c) elle ne verse pas d'intérêts 
© d) elle peut coter la moitié de son pair 
Parmi les deux affirmations suivantes certaines sont fausses, laquelle ou les- 
quelles ? 


La sensibilité d’une obligation classique au taux actuariel est d’autant plus éle- 
vée que : 

— Ï sa maturité est grande ; 

— Il son taux du coupon est grand. 


© à) I seulement © b) IT seulement O c)I et II © d) aucune 
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Deux obligations classiques ABC et XYZ (à coupons annuels, rembour- 
sées au pair dans n années) ne diffèrent que par leurs coupons. La première 
ABC dont le coupon annuel est de 5 % cote 108,111 %, la seconde XYZ 
dont le coupon annuel est de 6 % cote 116,222 %. Si le taux de rentabilité 
actuariel augmente de 1 % le prix de l'obligation ABC passe à : 


© a) 100,000 % © b) 101,956 % © c) 102,956 % O d) 103,956 % 


Une obligation classique de valeur nominale 1 000 €, de taux facial 8 %, 
de maturité 15 ans et de taux de rentabilité actuariel égal à 6 % par an verse 
un coupon annuel. Elle cote : 


O a) 910,80 € © b) 1 000,84 € O c) 1 194,24€ © d) 1 210,51 € 


Une obligation classique de nominal 1 000 €, de taux facial 6 % et de 
maturité 8 ans verse un coupon annuel. Si son taux actuariel est de 4,10 % 
par an, son taux de rendement vaut : 


Oa)4,1% Ob47% Oc5,3% Od)60% 


Une obligation classique de nominal 1 000 €, de taux facial 6 % et de 
maturité 9 ans distribue un coupon annuel. Si elle cote 1 025 €, son taux de 
rentabilité actuariel énoncé sur une base annuelle vaut : 


Oa)5,03% Ob)521% Oc5,45% © d) 5,64% 


Une obligation de nominal 1 000 €, de maturité 20 ans cote 1 275 €. 
Elle distribue des coupons annuels de 120 € et est remboursable au gré de 
l'émetteur au prix de 1 120 € dans 5 ans. Quel sera son taux de rentabilité 
actuariel (Yield To Call, YTC) énoncé sur une base annuelle si l'émetteur 
décide d’utiliser son option en la remboursant dans 5 ans ? 


Oa)720% Ob)731% Oc7,66% © d) 12,00 % 

Une obligation classique de valeur nominale 1 000 € cote 925 €. Sa 
maturité est de 20 ans et elle distribue des coupons annuels de 90 €. Quel 
sera son prix dans 10 ans si son taux de rentabilité actuariel reste égal à celui 
d’aujourd’hui ? 
© a) 925,00 € O b) 933,10€ O c) 946,04€ © d) 951,80 € 

Parmi les raisons suivantes, laquelle incitera une entreprise à rembourser 
ses obligations par anticipation si elle en a l’option ? 
© a) Les taux d'intérêt diminuent de façon importante 
© b) Les agences de notation viennent de baisser sa note de façon significative 
© c) Le taux d'inflation a soudainement augmenté 
© d) Ses perspectives commerciales se sont dégradées 

Une obligation classique de nominal 1 000 € et de taux facial 9 % a une 


maturité de 12 ans et détache ses coupons tous les semestres. Si son taux 
actuariel est de 8,16 % par an, elle cote : 


O a) 926,50 € Ob)929,40€ O c) 1073,99€ O© d) 1 076,23 € 
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Toutes choses égales par ailleurs, si le taux actuariel d’une obligation clas- 
sique : 
© a) augmente, son prix diminue 
© b) augmente, son taux de rendement diminue 
© d) augmente, son taux du coupon diminue 


© c) est supérieur au taux du coupon, elle cote au dessus de son pair 


Une obligation classique de maturité 12 ans détache un coupon annuel 
de 9 %. Si son taux actuariel est égal à 7 % par an, on peut dire qu’elle 


© a) cote moins que son pair 
© b) cotera moins si son taux actuariel diminue 
© oc) cotera plus dans un an si son taux actuariel demeure inchangé 


© d) cotera moins dans un an si son taux actuariel demeure inchangé 


Quelle obligation augmente le plus si le taux d’intérêt des obligations 
présentant le même risque diminue de 1 % ? Une obligation : 


© a) à coupon zéro de maturité égale à 10 ans 
© b) classique de maturité 10 ans dont le taux du coupon est de 10 % 
© c) à coupon zéro de maturité égale à 20 ans 


© dj) classique de maturité 10 ans dont le taux du coupon est de 5 % 


Quelle obligation est toujours émise en dessous de son pair ? 
© a) un bon du Trésor 
© b) une obligation assimilable du Trésor 
© c) une obligation remboursée au dessus de son pair 


© d) une obligation classique 


La société XYZ a émis au pair une obligation classique dont le taux du 
coupon est de 6 % et la maturité 10 ans. Compte tenu de sa notation, le taux 
actuariel à l'émission a été choisi égal au taux des OAT de même maturité 
augmenté de 250 points de base. Quel est le taux actuariel des OAT de matu- 
rité 10 ans, énoncé sur une base annuelle ? 


© a) 3 % Ob)35% Oc)40%  O©Od)45% 


Une obligation dont le coupon est de 6 % et la maturité 10 ans a été 
émise il y a 3 ans. Aujourd’hui, elle cote 105 % et est remboursable au pair à 
maturité ou, au gré de l’obligataire, dans 2 ans au prix de 102 %. Quel est 
son taux actuariel si l’obligataire exerce son option (Yeld To Pur, YTP) ? 


© a) 3,32 % par an © b) 4,32 % par an 
© c) 5,32 % par an © d) 6,32 % par an 
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La sensibilité d’une obligation à coupon zéro est d’autant plus élevée que 
sa maturité et son taux de rentabilité actuariel sont respectivement : 


© a) élevée, faible © b) élevée, élevé 


© 0) faible, faible © dj) faible, élevé 


La convexité d’une obligation à coupon zéro est d'autant plus élevée que 
sa maturité et son taux de rentabilité actuariel sont respectivement : 


© a) élevée, faible © b) élevée, élevé 


© c) faible, faible © dj faible, élevé 


Une obligation dont le coupon annuel est de 6 % et la maturité 15 ans 
a été émise avec une option de remboursement anticipée au gré de l'émetteur. 
Elle cote 95,80 % aujourd’hui ; sa sensibilité et sa convexité effectives sont 
respectivement égales à 3,2 et à -75. À quel prix devrait-elle se négocier 
demain si son taux actuariel augmentait de 80 points de base ? 


O à) 93,00 % © b) 93,24 % © c) 93,48 % © d) 94,30 % 


Deux obligations de nominal 1 000 € ont été émises au même taux 
actuariel. XYZ est classique, remboursable dans 5 ans a une duration égale à 
4 ; ABC est à coupon zéro, remboursable dans 5 ans. Quelle est la sensibilité 
d’un portefeuille composé d’une obligation XYZ et d’une obligation ABC si 
elles cotent respectivement 1 200 € et 800 € ? 


O a) 4,000 Ob)4,208 Oc)4,500 © d) 5,000 


Une société se propose de couvrir exactement une dette de 1,044 mil- 
lion d’euros à payer dans un an et une autre de 3,180 millions d’euros à payer 
dans deux ans. Elle se propose d'acheter des obligations classiques (rembour- 
sées au pair) XYZ et/ou ABC, de nominal 1 000 € à coupons annuels. Le 
taux facial de l'obligation XYZ de maturité un an est de 8 % et son taux de 
rentabilité actuariel 6 % par an ; le taux facial de l’obligation ABC de matu- 
rité deux ans est de 6 % et son taux de rentabilité actuariel est de 8 % par an. 
Combien doit-elle payer (en millions d’euros) ? 


O a)3,825 Ob)3,828 Oc)4,026 © d) 4,224 


On considère une rente perpétuelle immédiate annuelle en PG dont le 
taux de progression annuel est de 5 %. Son premier terme est 100 €. Quelle 
est sa sensibilité si son taux de rentabilité actuariel est z = 10 % par an ? 


O à) 19 O b) 20 Ce) 21 O d) 22 


Calculer la duration effective d’une obligation dont le taux de rentabi- 
lité actuariel est de 8 % par an et qui cote 100 % sachant que si son taux 
actuariel augmente de 1 point de base, son prix diminue de 0,05 % et si son 
taux actuariel diminue de 1 point de base, son prix augmente de 0,04 %. 


© a) -5,0 Ob)-4,50 Oc)4,5 © d) 5,0 
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Calculer la variation du prix de 10 obligations classiques, engendrée par 
une augmentation de 10 points de base de son taux actuariel, dont les carac- 
téristiques sont les suivantes. 

Prix : 1 000 € ; maturité : 10 ans ; Sensibilité : 7 ; Convexité : 50. 
O a) -70,25€ Ob)-70,00€ O c) 69,00€ © d) -69,75 € 


ABC et XYZ sont deux obligations perpétuelles à coupons annuels de 
même taux de rentabilité actuariel. Si les taux du coupon des obligations ABC 
et XYZ sont respectivement égales à 4 % et à 8 % on peut en déduire que : 
© a) la duration de l’obligation ABC est plus élevée que celle de XYZ 
© b) la duration de l'obligation XYZ est plus élevée que celle de ABC 
© oc) les obligations ABC et XYZ ont la même duration 


© d) aucune des affirmations précédentes n’est exacte 


Parmi les assertions suivantes concernant des obligations de même taux 
actuariel, lesquelles sont vraies ? La convexité d’une obligation : 


[. à coupon zéro de maturité 10 ans est plus élevée que celle d’une obligation 
classique de maturité 10 ans dont le taux facial est égal à 5 % ; 


IL. est proportionnelle à la maturité des obligations ; 
IIL. est toujours positive si les obligations sont classiques. 


© a) I seulement © b) I et II seulement 
© o) I et II seulement © d) I, I et III. 
K 
ÉFLEXION 


On s'intéresse à des obligations classiques émises et remboursées au pair 

N =1 €, de même maturité n et de même taux actuariel z qui ne diffèrent 

que par leur taux facial i. 

1)$ Montrer que le cours de ces obligations (en pourcentage du nominal) est 
une fonction linéaire du taux facial dont on précisera les coefficients. 

2) On considère deux obligations classiques ABC et XYZ du même émetteur 
qui ne diffèrent que par leur taux facial : celui de la première est i4c, sup- 
posé plus élevé que celui de la seconde ixyz. Comparer : 
a)$ leurs prix de marché ; 
b)$$ leurs durations ; 
c)*® leurs sensibilités et leurs convexités. 

3)$%% Préciser le sens de variation de la duration d’une obligation classique 


en fonction de sa maturité, puis de son taux facial puis enfin du taux de 
rentabilité actuariel utilisé pour l’évaluer. 
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4)$ Pourquoi les indications données par la duration et de la convexité des 
différentes obligations composant un portefeuille obligataire sont elles si 
précieuses pour son gestionnaire ? 


1) Une obligation classique a été achetée à l'émission et conservée jus- 
2% 
qu'à son remboursement. 


a) Que peut-on dire du taux de rentabilité actuariel obtenu par l’inves- 
tisseur (MWRR) s'il dépose ses coupons sur un compte non rémunéré ? 


b)$ Quel est le taux de rentabilité actuariel obtenu par l'investisseur si les 
coupons sont réinvestis à un taux d'intérêt égal au taux actuariel de 
l'obligation à l'émission ? 
2) Vers quelle valeur « converge » le cours d’une obligation classique quand 
on se rapproche de sa maturité ? 


3) On considère une obligation classique XYZ de maturité 10 ans, de nomi- 
nal 1 000 €, émise et remboursée au pair, dont le taux facial est de 10 % 
et Le coupon détaché annuellement. Monsieur Martin se propose de finan- 
cer l’achat d’une obligation XYZ par un emprunt à un taux d'intérêt effec- 
tif de 10 % égal au taux actuariel du marché obligataire, remboursable au 
gré de l’emprunteur. Par ailleurs cet investisseur place les flux de trésorerie 
engendrés par son investissement sur un compte À rémunéré à un taux 
d'intérêt égal au taux actuariel du marché obligataire. 


a)$ Combien doit-il emprunter pour acheter une obligation XYZ ? 
Quelle est la valeur à rembourser à la date r ? 


b)$ Quel est le résultat de son investissement (.e. solde de son compte À 
moins son emprunt à rembourser) aux dates 0, 1, 2, 6, 7 et 10 ans si le 
taux du marché obligataire est constant égal à 10 % par an pendant la 
décennie ? 


c)$ Même question que b) si le taux du marché obligataire passe à 9 % 
par an, juste après l’achat de l'obligation. 


d)$ Même question que b) si le taux du marché obligataire passe à 11 % 
par an, juste après l’achat de l’obligation. 


e)*® Calculer, si elle existe, la durée après laquelle Monsieur Martin pourra 
exactement rembourser son emprunt à l’aide de la revente de l'obligation 
et du solde de son compte À rémunéré au taux du marché obligataire s’il 
passe à 9 % par an. Même question s’il passe à 11 % par an. 


#6 Classer les 5 obligations classiques (émises et remboursées au pair) qui 
font l’objet du tableau 9.1 dans l’ordre des durations croissantes. 
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Tableau 9.1 — Caractéristiques des obligations A, B, C, D et E 


n° Maturité Taux facial Coupon Taux actuariel 
A 10 6 % annuel G % par an 
B 10 6 % trimestriel 6 % par an 
C 10 0 % annuel 6 % par an 
D 10 6 % annuel 5 % par an 
E 9 6 % annuel G % par an 


Parmi les quatre obligations A, B, C et D dont certaines de leurs carac- 
téristiques font l’objet du tableau 9.2, deux sont classiques et les deux autres 
sont assorties d'options : l’une est remboursable au gré de l'émetteur et l’autre 
au gré de l'obligataire. 


Tableau 9.2 — Caractéristiques des obligations A, B, C et D 


n° Maturité (années) Duration effective Convexité effective 
A 5 8,1 —84 
B 5 4,5 48 
C 5 4,2 42 
D 5 2,7 130 


1)$$ Quelles sont Les deux obligations assorties d'options ? 
Parmi les deux obligations classiques, laquelle cote plus que l’autre ? 

2)$ Calculer les variations du prix des obligations A et B engendrées par une 
diminution de 0,5 % du taux actuariel. 


Un investisseur envisage d’acheter une obligation à coupons annuels, de 
nominal 1 000 €, de taux facial 3 %, remboursable dans 10 ans avec une 
prime de 5 %. L'obligation cote 95 %. 


Cet investisseur est soumis à un impôt de 40 % sur ses revenus et à un impôt 
de 35 % sur les plus-values. L'inflation est constante égale à 3 % par an. 


1)$ Quel est Le taux actuariel de cette obligation, hors fiscalité. 


2)$ Quel est le taux actuariel de cette obligation pour cet investisseur après 
avoir tenu compte de la fiscalité. 


3)$ Calculer le taux actuariel réel de cette obligation pour cet investisseur 
après avoir tenu compte de la fiscalité qui le concerne. 
1 a)* Quel est le taux actuariel d’une OAT, 4 % de maturité quatre ans 
si elle cote 104,95 % ? 
b)$ Comment s’interprète ce taux actuariel pour un investisseur ? 


c)$ Calculer approximation de son taux actuariel obtenu à l’aide de la 


formule [9.5]. 
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2 a)$ Le 30 mai 2012, quel est le coupon couru de l'OAT 4 %, 25 octobre 
2014 ? 
b)$ Si l'obligation précédente cote 102,50 % à cette date, calculer le prix 
à payer pour acquérir 1 000 OAT 4 %, 25 octobre 2014. 
1 


- 1 — 1 + 
3)°% Montrer que : — a même limite que —(1 + 7) quand z tend vers 
n 


di 


0. En déduire la formule [9.5]. 


# Une obligation classique de nominal 1 000 €, remboursable 1 010 € 
dans 16 ans, détache un coupon annuel égal à 50 €. 


Calculer le taux modifié du coupon g. Interpréter les valeurs K = R x vl$ et 


G =C —+2z puis utiliser les 4 formules du TD9 ([9.1], [9.2], [9.3] et [9.4]) 
pour calculer son prix et sa décote sachant que son taux actuariel est égal à 


G % par an. 


Une compagnie d’assurances doit faire face aux deux engagements sui- 
vants : 


— une somme F = 200 000 €, à payer le 1° avril 2022 ; 
— une somme G = 160 000 €, à payer les 1% avril des années 2013 à 2027 
(bornes comprises). 
1 a)* Calculer la valeur actuelle Pr au 1% avril 2012 de l'engagement F, sa 
duration Dr, sa sensibilité Sr et sa convexité Cr. si le taux actuariel est 
z = 7 %. 

b)$$ Calculer la valeur actuelle au 1% avril 2012 de l'engagement G, sa 
duration D6, sa sensibilité SG et sa convexité CG si le taux actuariel est 
z = 7 Y par an. 

c)* Calculer la valeur actuelle au 1% avril 2012 de l’ensemble des engage- 
ments au taux actuariel z = 7 %. Calculer la duration, la sensibilité et La 
convexité de ces engagements. 

2) On se propose d’immuniser les deux engagements qui font l’objet de la 
question 1) en constituant un portefeuille P composé de 2 obligations clas- 
siques du Trésor de nominal 1 € à coupons annuels, remboursés au pair 
(1 €). L'obligation À de maturité 8 ans, de taux facial 8 % et l'obligation B 
de maturité 25 ans et de taux facial 3 %. Ces deux obligations viennent de 
détacher leur coupon annuel. 
On désignera respectivement par N, et N5, les nombres d'obligations à ache- 
ter et par PA et P8 les cours en pourcentage du nominal. 
a)$® Calculer les cours PA et P8 de ces deux obligations au 1/4/2012 si le 
taux actuariel est z = 7 %. 
b)$ Quelle équation doivent vérifier les nombres N4 et Ng d'obligations 
de type À et B pour couvrir au 1/04/2012 les dettes F et G contractés 
par la compagnie d’assurances ? 
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3 a) Calculer les sensibilités S4 et Sg de ces deux obligations si le taux 
actuariel est z = 7 %. 


b)$ Quelles équations doivent vérifier les nombres N4 et Ng d'obligations 
de type À et B pour immuniser au 1% ordre les engagements F et G 
contractés par la compagnie d’assurances ? 


c)$ Calculer les nombres N, et Ng d'obligations de type À et B nécessaires 
pour créer un portefeuille P d’actifs susceptible d’immuniser au 
1/04/2012 les engagements F et G contractés par la compagnie d’assu- 
rances. En déduire la structure du portefeuille obligataire. 


4 a)*® Calculer la convexité des obligations À et B ; en déduire celle du por- 
tefeuille P. 


b)$$6 Comment peut-on qualifier l’immunisation obtenue à l’aide du por- 
tefeuille P au voisinage du taux actuariel de 7 %. 


Deux obligations classiques À et B à coupons annuels, de maturité 5 ans, 
remboursées au pair 1 000 € et présentant les mêmes risques, sont dispo- 
nibles sur le marché : À, de taux facial 4 %, au prix de 1 033 € et B, de taux 
facial 6 %, au prix de 1 117 €. 


1)$ Sous l'hypothèse d'AOA sur les marchés, quel est le taux actuariel d’une 
obligation C à coupon zéro de maturité 5 ans ? 

2)$ Sous l'hypothèse d'AOA sur les marchés, à quel prix devrait-on trouver 
une obligation classique D de valeur nominale 1 000 €, remboursée au 
pair, de maturité 5 ans et de taux facial 7 % ? 


Esraai 
NTRAÎNEMENT 


La Caisse Nationale des Autoroutes (CNA) finance ses investissements 
principalement sur le marché obligataire. Cette société a procédé de 2003 à 
2009 à sept émissions d'obligations assimilables d’un montant nominal 
N = 1 000 €, toutes remboursables le 28 mars 2018. La date de règlement 
de la 4° tranche a été émise au taux actuariel de 4,268 % par an le 
21/06/2006 pour un nominal égal à 429 millions d’euros. 


1)$ Quand dit-on que des obligations sont assimilables ? 
2)$ Combien d'obligations ont été émises le 21/06/2006 ? 


3)$% Quel est le prix p plein coupon en pourcentage de son nominal et en 
euros ? Quel est le coupon couru cc en % du nominal ? Quel est le prix 
d'émission au pied de coupon en % du nominal et en euros ? 
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4)$ Le taux actuariel, calculé par interpolation sur la courbe des taux de ren- 
tabilité actuariels des deux OAT encadrant le 28 mars 2018 (POAT-5 % et 
l'OAT-4, 25 % remboursables respectivement les 25/10/2016 et 
25/04/2019) était égal à 4,073 % par an. Quel écart de taux (spread par 
rapport aux OAT) a été retenu lors de l’émission obligataire de la CNA du 
21/06/2006 ? 


Une entreprise a émis des obligations d’un nominal égal à 1 000 € rem- 
boursables au pair par 4 séries égales À, B, C et D, respectivement dans un 
an, 2 ans, 3 ans et 4 ans. Le coupon annuel a été fixé à 5 % et le taux actua- 
riel de l'émission à 4 % par an. 
1)$ Quelle est la sensibilité d’un portefeuille composé d’une obligation de 

chacun des types : À, B, C et D. 


2)$ Quelle est la convexité d’un portefeuille composé d’une obligation de 
chacun des types : À, B, C et D. 


3)$ En utilisant les résultats des deux questions précédentes, quelle est la 
variation relative de la valeur du portefeuille si le taux actuariel du porte- 
feuille passait à 6 % par an ? 


$ Une entreprise a émis des obligations classiques d’un nominal égal à 
1 000 € remboursables au pair dans 20 ans dont le coupon annuel à été fixé 
au taux de 5 %. Quel est le prix de cette obligation si les taux spots sont égaux 
à 5 % par an pendant les 5 premières années, à 7 % par an pendant les 
10 suivantes et à 9 % par an pendant les 5 dernières ? 


#6 Une entreprise a émis le 31/12/2006 des obligations au taux de ren- 
tabilité actuariel de 10 % par an, dont le nominal est égal à 1 000 € et le cou- 
pon annuel fixé au taux de 8 %. Ces obligations sont remboursables au pair, 
au gré de l’émetteur, à la fin des années 2012, 2013,..., 2020 ou à maturité le 
31/12/2021. Quelle est la valeur actuelle probable au 1/1/2012 d’une obli- 
gation si la probabilité de la rembourser au 31/12 de ces 20 années est 
constante, égale à 5 % ? 


$ Un investisseur a acheté à l'émission une obligation de nominal 
1 000 € à coupons annuels au taux facial de 4 %, remboursable 1050 € dans 
20 ans dont le taux de rentabilité actuariel est égal à 5 % par an. Les coupons 
sont immédiatement déposés sur un compte rémunéré à intérêts composés au 
taux effectif de 10 %. Si cette obligation est gardée jusqu’à sa maturité quel 
est le taux de rentabilité de l'investissement ? 


Une obligation classique de nominal 1 000 €, remboursable au pair 
dans 8 ans, de taux facial 4 % à coupons annuels, a été émise le 1/1/2008 au 
taux de rentabilité actuariel de 4 % par an. Sa duration est égale à 7. Le len- 
demain de son achat au pair, le taux actuariel des obligations de ce type passe 
à 6 % par an et reste constant pendant les 8 ans. 
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2 À 


On suppose que les coupons peuvent être placés sur un compte rémunéré à 
intérêts composés au taux effectif de 6 %. 


1 a)$ Calculer juste après l’encaissement du 4° coupon le 1/1/2012, la valeur 
acquise par les 4 coupons annuels et le cours de cette obligation. 


b)$ Quel est le taux de rentabilité actuariel de l'investissement si l’obliga- 
tion est vendue à ce prix ? 


2 a) Calculer juste après l’encaissement du 7° coupon le 1/1/2015, la valeur 
acquise par les 7 coupons annuels et le cours de cette obligation. 


b)$$6 Quel est le taux de rentabilité actuariel de l’investissement si l’obli- 
gation est vendue à ce prix ? Pouvait-on s'attendre à ce résultat ? 


$ Un portefeuille est composé de deux obligations à coupon zéro de 
valeur nominale 1 000 € remboursées au pair : la 1° de maturité 2 ans cote 
92,46 % et la seconde de maturité 4 ans cote 82,27 %. 


Calculer le taux de rentabilité actuariel de cet investissement. 


1)$ Calculer la sensibilité et la duration d’une obligation classique de 
nominal 1 000 €, de maturité 2 ans dont le taux du coupon annuel est de 
10 % et le taux actuariel de 14 % par an. 


2)$ Calculer la variation du prix de cette obligation si son taux de rentabilité 
actuariel diminue de 2 %. 


3) Quelle approximation de cette variation peut-on obtenir à l’aide des 
résultats obtenus à la question 1 ? 


Une compagnie d’assurances souhaite immuniser deux dettes : F de 8 
millions d’euros à payer dans 19 années et G de 12 millions d’euros à payer 
dans 21 années. Le taux de rentabilité actuariel est z = 7 % par an. 


1 a)* Calculer la valeur actuelle VE et la duration DE de ces engagements. 


b)$66 Est-il possible d’immuniser ces engagements contre une petite varia- 
tion des taux d’intérêt en construisant un portefeuille composé d’un seul 
Zéro coupon ? 


2)$ Cette compagnie d'assurances envisage d'acquérir les actifs suivants : un 
premier zéro coupon de maturité 15 ans de nominal 6,86 millions d’euros 
et un second coupon zéro de maturité 25 ans de nominal 14,24 millions 
d'euros. 


Montrer que le portefeuille formé par les engagements et les deux actifs 
Pie 
précédents est immunisé contre une petite variation du taux actuariel. 


La décomposition des différentes sommes payées par l'emprunteur en 
intérêts et restitution d'une fraction du capital d'un emprunt indivis est 
nécessaire pour appliquer les règles comptables et fiscales. Quand un ver- 
sement est suffisant pour payer les intérêts, le reste, appelé amortissement 
est affecté conventionnellement au remboursement du capital. L'emprunt 
n'est totalement remboursé que si l'amortissement contenu dans la der- 
nière annuité versée est égal au capital restant dû. 


10 Théorie de l'amortissement 


1.1 © Généralités 


La juste valeur d’un actif nécessaire pour mener une activité économique, 
appelée sa valeur résiduelle — salvage value —, diminue généralement au cours 
du temps du fait de l’usure et/ou de l’obsolescence. L'amortissement comp- 
table — epreciation — d’un investissement consiste à répartir conventionnel- 
lement cette diminution pendant sa durée d'utilisation pour donner un sens 
économique aux différents résultats comptables successifs d’une entreprise 
(cf. exercice 40 du TD 10) ; une écriture appelée dotation aux amortisse- 
ments diminue chacun des résultats concernés mais n’a aucun effet sur la tré- 
sorerie. La fiscalité impose des règles aux sommes admises en pratique en 
déduction à chaque exercice. L’amortissement comptable ne doit pas être 
confondu avec l’amortissement financier — amortization — qui désigne l’ex- 
tinction partielle ou totale d'une dette qui fait l’objet de ce TD ; on notera 
d'ailleurs que l’anglais retient un mot différent. 


La théorie de l’amortissement à pour objet de construire des grandeurs 
comptables (amortissement, intérêts versés, capital amorti et capital restant di) 
nécessaires pour se conformer aux règles fiscales qui s'appliquent aux rem- 
boursements des emprunts. 
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On raisonnera en supposant que les paiements aux dates numérotées : 
k=1,2,..,n, sont annuels, versés terme échu. Pour des versements men- 
suels, trimestriels, etc., le taux d'intérêt effectif noté ci-après i est donc un 
taux de rémunération « mensuel », « trimestriel », etc. 


1.2 © Versement de la 1'© annuité 


Si le versement a, effectué à la date 1, était égal à la valeur acquise 
Do X (1 +i) = Do+i x Do par le capital Do emprunté au taux d'intérêt 
période effectif i, l'emprunteur serait /béré de sa dette. 

Pour un comptable, la valeur acquise s’ interprète comme l’addition de deux 
termes : le capital emprunté (Do) augmenté des intérêts courus pendant la 
période (1 = i x Do). 

Si cette première annuité a; est suffisante pour régler les intérêts dus mais 
insuffisante pour rembourser l'emprunt, i.e. si : i x Do < ai < Do X (1 +i), 
elle est décomposée en deux parties : 

— la première : J, = i x Do, appelée intérêts payés — interest paid — à la 

date 1 rémunère le prêteur ; 

— la seconde : M; = a; — i x Do > 0, appelée amortissement — principal 

paid, où capital amorti, est conventionnellement affecté au rembourse- 
ment d’une partie de la dette initiale. 


Après avoir versé cette première annuité 41, l’emprunteur reste redevable 
d’un montant égal à : Di = Do — Mi, appelé capital restant dû ou dette 
encore vivante — Outstanding Balance (OB) — : 


Di = Do — (ai — i X Do) = Do X (1 +i) — ai. 


Si la première annuité a, est insuffisante pour régler les intérêts dus, i.e. 
si: ai <i x Do la dette s'accroît puisqu'elle vaut : 


Di = Do — (a; —i x Do) > Do. 


1.3 @ Versement de la kÈ"E annuité 


Quand la TE annuité a est suffisante pour payer les intérêts mais insuffi- 
sante pour rembourser la valeur acquise par le capital Dy_1 restant dû 
Li x Dx-1 < ax < Dy-1 X (1 +i)], elle est également décomposée comme 
précédemment en deux parties : 


— la première : 14 = i x Dy-_1, appelés intérêts dus à la date n° k, rémunère 
le prêteur, 
— la seconde : 


My = a —i x Dx 1 >0 [10.1] 


appelée &ÈM€ amortissement, rembourse une partie de la dette. 
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Inversement quand on connaît cet amortissement, on en déduit : 
ax =i X Dei + Mr = x + Mr 
Au début de la période suivante, l’emprunteur n’est donc redevable que 
d’une somme moindre égale à : 
De D 2 M [10.2] 
appelée capital restant dû, ou encore dette encore vivante. 


Lorsqu'on connaît la chronique {D} des capitaux restant dus, on peut 
reconstituer non seulement la chronique des amortissements : 


(M, My = Di — De}, 
mais également celle des annuités : 
{a, ax = A +i) x Dy-1 — Dy}. 
On notera que l’accroissement de l’annuité est liée aux amortissements cor- 
respondants par l'équation : 


ax+1 — ax = Myss — (A +i) x My [10.3] 


On appelle capital amorti — total principal paid — après le versement de la 
K°ME annuité, le cumul des amortissements déjà effectués : 


k 
Cr = >. M; [10.4] 
h=1 


k 
L'équation de récurrence M; = Dy-1 — Dy conduit à : dE My = Do — D. 
h=1 
Le capital D4 restant dû peut donc se calculer à partir du capital amorti à la 
date n° k par l'équation : 
Dy = Do — C [10.5] 


1.4 © Versement de la dernière annuïité 


Comme la dernière annuité a, rembourse le capital D,_1 restant dû, 


An — Dh-1(1 + i) [10.6] 
Man = Dh [10.7] 
an = My +i) [10.8] 


Lors de la présentation d’un tableau d'amortissement, il est toujours sage de 
vérifier l'égalité [10.7]. 
Le capital restant dû étant nul après le paiement de la dernière annuité, on 
dit que la dette est « éteinte » à maturité : D, = D,-1 — M, = 0. 
D'après [10.5], le capital amorti après le paiement de la dernière annuité est 
égal au capital emprunté : 
Cx= Dj [10.9] 
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Quand la KE annuité ag est égale aux intérêts dus, ie. si : ag = i x Dy-1, 
l'amortissement My = ay — i x Dy_1 est nul et la dette demeure constante 
puisqu'elle vaut D = Dy-1 — (ax-i X Dy-1) = Di. 


Le capital emprunté D, est remboursé en totalité in fine si les n — 1 premières 


A 


annuités à payer sont égales aux intérêts dus, c'est-à-dire si : ay =i x Do 
(k = 1,2,...,n) ; le dernier versement est alors : 
an = Do(l + i) = Do +i x Do. 


1.5 © Propriétés générales 
Le dernier amortissement M, : 
— est égal au capital D,_1 restant dû au début de la dernière période : 
M, = D, (cf (10.7) : 
— est lié à la dernière annuité par l’équation : a, = M, x (1 +i) (cf [10.8)). 
La somme des amortissements est égale à la dette initiale : 


Do = Cn = SM, (cf [10.10)). 
h=1 


La valeur actuelle des versements calculée au taux actuariel à est égale à la 
dette initiale Do : 
ai a2 dk dk+1 An 
Do = 545 D opt 
Ne Ge Chen 0 Ga Grp da 


On peut calculer le capital D, restant dû à la date k par deux méthodes dif- 
férentes. 


— La méthode prospective consiste à écrire que la dette encore vivante, juste 
après le versement de la #€ annuité a, est égale à la valeur actuelle des 
versements à payer : 


RE 
1+i (+iy A+ipr El (+iprk 

— La méthode rétrospective consiste à écrire que la dette encore vivante, juste 
après le versement de la "€ annuité ag, est égale à la valeur acquise par 
le capital initial prêté Do moins la valeur acquise par les versements déjà 
effectués : 


De = DoQ + if — [a + 4e +2 +... + ai + D + &l 
[10.12] 


[10.11] 


Juste après le versement de la &°"% annuité az, la dette encore vivante est 
égale à la valeur acquise par le capital initial prêté Do moins la valeur acquise 


par les versements déjà effectués. 

Si l’annuité az, reçue par le prêteur à la fin de la période n° k est inférieure 
aux intérêts dus : à x Dy-1 (ie. si ax < i x Dy-_1), la dette de l’emprunteur 
s'accroît sur la période [k — 1, k]. 
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Quand des frais de recouvrement, d’assurance etc. affectent un contrat de 
prêt, chaque versement az est décomposé en trois termes de la manière sui- 
vante : ax = Fx + lg + My, équation dans laquelle Fz désigne le chargement 
à payer à la date n° 4. 


2 © Tableaux d'amortissement 


2.1 © Généralités 


On présente habituellement la décomposition ax = 14 + M4 des annuités à 


payer dans un tableau d’amortissement — 4mortization schedule — (cf. tableau 
10.1). 


On se limitera ici à dresser ce tableau quand on souhaite : 
— rembourser l'emprunt par des annuïités constantes — equal size payments — ; 


— rembourser, chaque année, une même fraction du capital emprunté ; on 
dit alors que les amortissements sont constants — séraight-line amorti- 
Zation —. 


Tableau 10.1 — Présentation d’un tableau d'amortissement 


Décomposition de l'annuité 


Versement | Annuïté Intérêt | Amortissement |Dette D, après le 
n°k EPA M, versement de 
l'annuité n°k 
Aer di M =a—-ix D Do X (1+i)—-a; 
28 [40] M, = & —i x D; D, xX(1+i)—-@ 
kème dk My = di —ix Di T De X (A +i) — a 
pème da My = an —i X Di | Di X (1 +i)—-a 
— D;,-: = 0 
Total Do 


2.2 © Annuités constantes 
Le nombre n d’annuités à payer terme échu et le capital emprunté Do étant 
donnés, on se propose de déterminer les montants (cf. tableau 10.2) : 
— de lannuité a ; 


— du capital M4 amorti lors du k€ paiement ; 
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— du capital D4 restant à amortir après cette KM annuité ; 


— du capital Cx amorti après cette KM annuité. 


Tableau 10.2 - Amortissement par annuités constantes 


Décomposition de l'annuité 


Versement Annuité Intérêt Amortissement 
n°k EPA 1, 
Do | 
1e a = — i x Do 
An] 
kème a axix dd 
nème a a x (1—v) 
Total 


Le montant de l’annuité constante a s'obtient en utilisant l'égalité actua- 
rielle de la valeur actuelle des 7 annuités constantes a et du capital emprunté 
(cf TD 7) : 

Do 


da 


a 


[10.13] 


De la relation générale : ax+1 — ax = Myx1 — (1 + à) x Mr 
on en déduit : Myr1 = (1 +i) x My 
et par récurrence (pour k = 2,3, ..n) quand on connaît le premier amortis- 
sement M:M=(1+i Xl xM=v tx M; 

Ainsi, lorsque les annuités sont constantes, les amortissements varient en 
progression géométrique de raison 1 +i. 


En tenant compte de la propriété générale : ay = My x (1+i), on en 


déduit : 


a 
Ta 
d’où : 
My = = a x vnk+l 10.14] 
: QD ax [10. 
R=ix Dr =axixa-=ax(i- v'ETT) est l'intérêt contenu 


dans la K°®% annuité. En particulier, les premiers intérêts versés valent : 
LH =ax (1 — v"). 


Le capital D4 restant à amortir après le paiement de l’annuité n° k s'écrit : 


a 
Dz = Do X 


et en tenant compte de [10.13], on obtient : 
dal 


DK = a X a} ou encore Dx = Do(l + iX ax se [10.13] 
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Autrement dit le capital restant dû est égal à : 
— la valeur actuelle des 7 — k versements restants : D; = a x a ; 

— la valeur acquise à la date n° & par le capital emprunté moins la valeur 
acquise par les k versements déjà effectués : Di = Do(i + if — a x sx 
a [10.14] 

(+i)" x ag Si 


est le capital amorti après le paiement de l’annuité n° k. 


Enfin C4 


2.3 © Amortissements constants 


Lorsqu'on souhaite rembourser une même fraction du capital emprunté Do 
lors du paiement de chaque annuité, les amortissements valent : 
Mi = M =... =M, = M = Don. 


Le capital restant à amortir après le paiement de la k°" annuité étant : 


Do k 
Di = Do—-kx M = Dy—-k x — — 1 — — X Do 
n n 


k 
soit : Dy = (: — :) Do [10.15] 
n 
l'intérêt à payer contenu dans la KÈME annuité est égal à Dx-1 Xi 
: k—1 
soit : 1 = Dy-1 Xi = (- ) X Do Xi [10.16] 
n 


On en déduit l’annuité n° k : ay = Dy_1 Xi + M soit: 
k—]1 D 
a = (1) x Doxi+ © [10.17] 
n n 


: 1 Do X i 
ou encore : ag = DoxXÜi+—-})—-(k—1) x ; 
n n 


Ainsi, les annuités d’un emprunt dont l’amortissement est constant forment 
une progression arithmétique décroissante, de premier terme : 


cr | Do X i 
a; = Do X | i + — | et de raison : ——— = M xi. 
n 


n 
© TD 4 Intérêts simples 
© TD 5 Intérêts composés 


© TD 6 Actualisation 
© TD 7 Rentes constantes 
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Q.. 


Énoncé des QCM 1 à 4: 


Un prêt, consenti au taux d’intérêt effectif de 6 %, est amorti par des annui- 
tés constantes de 1 000 € payées terme échu, L'amortissement contenu dans 
la 4° annuité est égal à 207,50 €. 


Quelle est la durée du prêt ? 
© a) 10 ans © b) 20 ans © c) 30 ans © d) 40 ans 


Quel est l'intérêt payé lors du versement de la 18° annuité ? 


O a) 425 € O b) 444 € O c) 456€ O d) 469 € 


Quel est l'amortissement contenu dans la 1" annuité ? 


O a) 174€ Ob)181€  Od191€ O d) 194€ 


Quel est le capital prêté ? 
Oa2)13763€ Ob)14752€ Oc)15000€ © d) 15 875 € 


Énoncé des QCM 5 à 9 : 
Un prêt de 75 000 € est amorti par 360 mensualités égales. 


Quelle est la mensualité à payer terme échu si le taux d'intérêt nominal du 
prêt est de 12 % par an à composition mensuelle ? 


O a)771,46€ Ob)763,82€ Oc)743,22€ © d) 736,23 € 


Quelle est la mensualité à payer terme à échoir si le taux d'intérêt nomi- 
nal du prêt est de 12 % par an à composition mensuelle ? 


O a)771,46€ Ob)763,82€ Oc)743,22€ © d) 736,23 € 


Quelle est la mensualité à payer terme échu si le TEG est de 12 % par an ? 
Oa)771,46€ Ob)763,82€ Oc)743,22€ © d) 736,23 € 


Quelle est la mensualité à payer terme échu avec un différé de 1 mois si le 
TEG est de 12 % par an ? 


O a)771,46€ Ob)763,82€ Oc)743,22€ © d) 736,23 € 


Un prêt de 10 000 € a été consenti au taux d'intérêt effectif de 8 %, 
amortissable par 4 annuités égales à payer terme échu. Quel est l’amortisse- 
ment contenu dans la 1 annuité ? 


Oa)2481€ Ob)2316€ Oc)2219€ Od)2187€ 
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Un prêt, remboursable par des annuités constantes de 10 000 € à payer 
terme échu, a été contracté au taux d'intérêt effectif de 6 %. Si six annuités 
restent encore à payer, l'amortissement du capital contenu dans la prochaine 
annuité est égal à : 


© à) 2 950,39 € © b) 3 349,44 € O oc) 6 650,56 € © d) 7 049,61 € 


Un emprunt de 5 000 €, contracté au taux d'intérêt effectif de 8 %, est 
remboursable par 12 annuités constantes à payer terme échu. Les intérêts 
contenus dans la 5° annuité sont égaux à : 


O a) 265,39 € O b) 305,02€  Oc)358,45€ © d) 385,57 € 


Un prêt de 5 000 €, contracté au taux d’intérêt nominal de 4,5 % par 
an à composition mensuelle, est remboursable par 120 mensualités payables 
terme échu. Les 119 premières mensualités étant constantes égales à 18,75 €, 
quelle est la 120° ? 


Oa0€ Ob)18,75€ Oc5000€ © d)5 018,75 € 


Un prêt de 50 000 €, remboursé par 30 annuités constantes à payer 
terme échu, a été consenti au taux d’intérêt effectif de 9 %. Quel est le capi- 
tal restant dû juste après la 21° annuité ? 


Oa)27956€ Ob)29178€ Oc)2991€ © d) 30 866€ 


Un prêt est remboursé par vingt annuités constantes de 5 000 € à payer 
terme échu. À quel taux d’intérêt effectif ce prêt a-t-il été consenti si les inté- 
rêts et l'amortissement contenus dans la 12° annuité sont égaux ? 


© a) 7,5 % © b) 8,0 % © 0) 8,5 % © d) 9,0 % 


Un prêt, remboursable par des mensualités constantes de 160 € payées 
terme échu pendant n années, a été consenti au taux nominal de 12 % par an 
à composition mensuelle. Quel est le capital prêté sachant que les intérêts 
contenus dans la 45° mensualité sont égaux à 84,89 €. 


Oa)11000€ Ob)11100€ Oc11145€ Od)11152€ 


Le TEG d’un prêt remboursable par 25 annuités à payer terme échu avec 
un différé de 5 ans est de 10 % par an. Les onze premières annuités sont de 
500 € et les quatorze suivantes augmentent de 100 € chaque année à partir 
de la douzième. 

Quelle somme est créditée sur le compte de l’emprunteur à l'ouverture du 
prêt si des frais de dossier de 79 € sont à déduire du capital prêté ? 
Oa)3300€ Ob)3500€ Oc)3700€ © d)3900€ 


Un prêt, remboursable par dix annuités constantes de 1 000 € payées 
terme échu, a été consenti au taux d'intérêt effectif de 11 %. Quel est le capi- 
tal restant dû juste après le versement de la 6° annuité ? 


O à) 2 902,23 € © b) 3 002,34 € O oc) 3 102,45 € © d) 3 202,56 € 
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Un prêt de 7 000 €, consenti au taux d'intérêt effectif de 11 %, est rem- 
boursable par des annuités constantes de 1 000 € à payer terme échu aussi 
longtemps que nécessaire, suivi d’un versement moindre un an après le der- 
nier versement normal de 1 000 €. Quel est le capital restant dû juste après 
le versement de la 6° annuité ? 


O à) 5 180,04 € © b) 5 280,04 € © c) 5 380,04 € © d) 5 480,04 € 


Un prêt, amortissable par n annuités constantes à payer terme échu, a 
été consenti au taux d'intérêt effectif de 12,5 %. 


Le capital remboursé après avoir payé l'avant dernière annuité sera de 
6009,12 € et les intérêts contenus dans la dernière annuité de 153,86 €. 
Calculer l'amortissement contenu dans la 1° annuité. 


© a) 470 € O b) 480 € O c) 490 € © d) 500 € 


Un prêt, remboursable par 20 annuités en PA de premier terme 10 € et 
de raison 10 € à verser terme échu, a été consenti au taux d’intérêt effectif de 
4 %. Quel est l'amortissement contenu dans la 10° annuité ? 


Oa) 46,61€ Ob)4771€ Oc)48,81€ © d) 49,91 € 


Un prêt est remboursable par 10 annuités constantes de 1 000 € à payer 
terme échu. Quels sont les intérêts contenus dans la 1" annuité si le total des 
intérêts à verser est égal au capital emprunté. 


O a) 725 € O b) 750 € Ge} 755 © d) 760 € 


Une société a contracté un emprunt de 8 millions d'euros remboursable 
au taux d'intérêt effectif de 9 % par 7 annuités en PG dont le taux de pro- 
gression annuel est de 9 %. Quel est l'amortissement du capital contenu dans 
la 1 annuité. 


O à) 525 714€ © b) 525 814€ 
O c) 525 914€ © d) 526 014€ 


Un prêt de 10 000 €, remboursable par 20 annuités payées terme échu, 
a été consenti au taux d'intérêt effectif de 10 %. Sachant que les 10 premières 
annuités sont égales à 1,5 fois Les intérêts qui sont dus à la date du paiement, 
le montant constant des 10 suivantes vaut : 


O a) 329,19€ Ob)571,20€ Oc)70331€ © d) 974,42 € 


Un emprunt, contracté au taux d’intérêt nominal de 9 % par an à com- 
position mensuelle, est remboursable en 5 ans par des mensualités payées 
terme échu qui diminuent de 2 % par mois. 


Sachant que la première mensualité est égale à 1 000 €, le capital restant dû 
après le 36° versement sera égal à : 


Oa)6751€ Ob)6889€ Oc)6I4I€ Od)7030€ 
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Un emprunt, contracté au taux d’intérêt effectif de 8 %, est amortissable 
par 4 annuités constantes à payer terme échu. 


Le capital restant dû, à la fin de la 3° année étant égal à 55 912 €, l’amortis- 
sement contenu dans la 1° annuité vaut : 


© a) 44385€ Ob) 45485€ O c) 46485€ © d) 47 485 € 
Un prêt est remboursable par des annuités constantes à payer terme 


échu. Les intérêts contenus dans les 1", 3° et 5° annuités étant respectivement 
égaux à 604,00 € ; 593,75 € et 582,45 € ; quelle est l’annuité ? 
© a) 704 € O b) 739 € Oc1163€ Od)1198€ 

Un emprunt est amortissable par 20 annuités immédiates de 1 200 € 
suivies de 10 autres de 900 €. Les intérêts à payer dans la 21° annuité étant 
égaux à la moitié de ceux à payer dans la 11°, le taux d’intérêt effectif du prêt 
est égal à : 
© a) 4,14 % Ob)4,34%  Od)454%  Oc)4,74% 

Un prêt est remboursable par 35 annuités constantes à payer terme échu. 


Les intérêts contenus dans les 8° et 22° annuités étant respectivement égaux 
à 1 350 € et à 1 080 €, quels sont les intérêts contenus dans la 29 ? 


O a) 720 € © b) 730 € O c) 740 € © d) 750 € 


KR 
ÉFLEXION 


Un prêt a été consenti aux conditions suivantes : 
Date du prêt : 1/1/2011 
Capital prêté : 100 000 € 
Taux d'intérêt : 3 % par an à composition mensuelle pendant les 5 premières 


années, 4,5 % par an à composition mensuelle pendant les 5 années sui- 
vantes, 6 % par an pendant les 5 dernières. 


Remboursement : Mensualités constantes à payer terme échu pendant 15 ans ; 
la 1" mensualité à verser le 1/2/2011 et la dernière, le 1/1/2026. 


1)$$ Écrire l'équation actuarielle permettant de calculer l’annuité a. 


2)$6 Calculer directement la dette restante Di20, immédiatement après le 
versement de la 25° mensualité ? 


3)$% Calculer l'amortissement contenu dans la 121° annuité ? 


4)$ En supposant qu'aucun frais n'affecte ce prêt (ni taxes ni impôts), calcu- 
ler le taux actuariel de l’emprunt. 


5)$ Remplir les 1", 60° et 180° ligne du tableau d'amortissement. 
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Une société a émis le 1% juin 2009 un emprunt obligataire d’un mon- 
tant de 100 millions d'euros divisé en 100 000 obligations de nominal 
1 000 € émises et remboursées au pair. La durée de l'emprunt est de 5 ans, 
le taux facial 8,6 % et le coupon annuel ; les obligations sont remboursées le 
ler juin des années 2010 à 2014 en cinq séries approximativement égales. 


1 a)$ Quel serait l'amortissement M\ contenu dans la première annuité si 
l'emprunt était remboursé par 5 annuités égales ? 


b)$ Quel est le capital M1 effectivement remboursé par la société le 
1* juin 2010 si cette dernière amortit l'emprunt par annuités constantes 
en utilisant un nombre d'obligations n1 arrondi à l’entier le plus proche ? 


c)* Quel est le montant effectif de la 1" annuité ? 


2) On note M} et n!, l'amortissement et le nombre d’obligations théorique- 
ment à rembourser si l'emprunt était amorti par le versement de 5 annui- 
tés égales. 

a)* Quelle relation lie n,,, à n4 ? 

b)$ Construire le tableau d'amortissement de l'emprunt si la société 
amortit l'emprunt par annuités constantes en utilisant des nombres 
d'obligations arrondis à l’entier le plus proche ? 


3)$ Calculer la valeur actuelle au 1/6/2012 des annuités à payer si le taux de 
rentabilité actuariel est égal à 7,1 % par an. En déduire la juste valeur de 
chaque obligation (en % du nominal) à cette date. 


Eraai 
NTRAÎNEMENT 


#6 Un prêt a été consenti aux conditions suivantes : 
Date du prêt : 1/1/2010 
Capital prêté : 170 000 € 
Remboursement : 20 versements à effectuer les 1‘ janvier des années 2011 
à 2030. Chaque 1° janvier, de la date du prêt au 1/1/2019, la prochaine 
annuité à payer est recalculée. Cette dernière est celle (constante) qui rem- 


bourserait terme échu le capital à amortir pendant les années restantes (1.e. 
jusqu’au 1/1/2020) à un taux d'intérêt effectif révisé. 


1) Les intérêts contenus payés dans la première annuité, le 1/1/2011, étant 
égaux à 11 900 €, quel taux d'intérêt effectif a été retenu pour 2010 pour 
calculer la 1" annuité ? Quel est le capital restant dû au 1/1/2011 juste après 
le versement de cette première annuité ? 
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2) Les intérêts contenus dans la deuxième annuité payée, le 1/1/2012, étant 
égaux à 13 268 €, quel taux d'intérêt effectif a été retenu pour 2011 pour 
calculer la 2 annuité ? 


3) Si le taux d'intérêt effectif retenu pour 2012 est inchangé, quelle est l’an- 
nuité à verser le 1/1/2013 ? 


$6 Un prêt a été consenti aux conditions suivantes : 
Date du prêt : 1/1/2010 
Capital prêté : 5 000 € au taux d’intérêt effectif de 10 % par an. 


Remboursement par 5 annuités constantes à payer terme échu, la première le 
1/1/2011 et la dernière le 1/1/2015. 


Quel est le taux effectif de l'emprunt si l’emprunteur décide d'utiliser une 
clause de remboursement anticipé qui lui permet de rembourser le capital res- 
tant dû au 1/1/2013 augmenté d’une pénalité de 225 € ? 


Un prêt a été consenti aux conditions suivantes : 
Date du prêt : 1/1/2012 


Capital prêté : 100 000 € au taux d'intérêt nominal de 6 % par an à com- 
position mensuelle. 


Remboursement : par mensualités constantes égales à 1 000 € à payer terme 
échu, la première le 1/2/2012. 


Le 1/1/2013, le prêt est renégocié. Le taux d'intérêt est inchangé mais sa 
durée est modifiée. La nouvelle mensualité constante est calculée en finissant 
de rembourser l'emprunt au 1/1/2042. 


1)$ À quelle date le prêt devait-il être initialement remboursé ? 


2)$ Quelle est la variation de la mensualité à payer à partir du 1/2/2013 ? 


$6 Un prêt de 100 000 €, remboursable par une rente constante, a été 
consenti au taux d'intérêt effectif z avec un différé de 5 ans. Dix annuités 
constantes égales à a seront versées : la première à la fin de la 6° année et la 
dernière à la fin de la 15° année. Sachant que la dette encore vivante à la fin 
de la 10° année sera égale à 93 240,09 €, quel est le taux d’intérêt effectif de 
ce prêt et quelle sera la dette Ds encore vivante à la fin de la 5° année ? 


#6 Déborah à prêté un capital de 10 000 € à Jérémie qu'il doit rem- 
bourser par 10 versements annuels de 1 000 € payables terme échu en même 
temps que les intérêts dus. Le taux d'intérêt effectif a été fixé à 4 %. Déborah 
réinvestit immédiatement la fraction du capital remboursé et les intérêts per- 
çus à la fin de chaque année sur un compte rémunéré au taux de 5 % par an. 
Quel est le taux effectif de rentabilité obtenu par Déborah ? 
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A 


$ Un capital égal à 10 000 €, remboursable par 10 annuités à payer 
terme échu, a été prêté au taux d'intérêt effectif de 6 %. La première annuité 
a été fixée à 1 000 €, les 8 suivantes sont en progression arithmétique de rai- 
son 100 €. 


uelle est la 9° annuité ? Quel est le capital Do restant dû après la 9° annuité ? 
P P 


Quelle est la 10° annuité ? 


Un prêt de 15 000 €, remboursable par des trimestrialités à payer terme 
échu pendant 20 ans au taux nominal de 8 % par an à composition trimes- 
trielle, a été accordé le 1‘ janvier 2012. 


Les trimestrialités augmentent tous les 4 ans de 50 € et demeurent constantes 
pendant chaque période quadriennale. 


1)$% Calculer la trimestrialité a à payer pendant les 4 premières années. 


2)$ Calculer l'amortissement payé lors du versement de la 1" trimestrialité 
le 1° avril 2012. 


3)$ Calculer le montant du capital restant dû après le paiement de la tri- 
mestrialité versée le 1% avril 2025. 

Une société a contracté un emprunt de 1 400 000 € pour 7 ans au taux 

d'intérêt effectif de 7,6 % remboursable par annuité constantes. 

1) Quel est le montant de l’annuité constante a ? 

2)$ Quel est le montant des intérêts payés à la première annuité ? 

3)$ Quel est le capital remboursé lors du paiement de la 1" annuité ? 

4)$ Quel est le capital restant dû juste après le paiement de la 1" annuité ? 
5)$ Dresser le tableau d'amortissement de l'emprunt. 

Une société a émis un emprunt obligataire d’un montant de 300 mil- 
lions d'euros qu’elle souhaite rembourser par six tranches annuelles égales. 
1)$ Quel est l'amortissement du capital contenu dans la première annuité ? 
2)$ Quel est le montant de intérêts contenus dans la première annuité ? 
3)$ Quel est le montant de la première annuité ? 
4)$ Quel est le capital restant dû après le paiement de la première annuité ? 
5) Dresser le tableau d'amortissement de l'emprunt. 
6)$ Quelle relation lie Z441 à Zx ? En déduire la relation qui lie ax+1 à a. 

Un industriel produit des appareils de régulation et envisage soit de 
moderniser l'unité de production existante soit d’en construire une nouvelle. 
Partie 1 : Modernisation de l’unité de production 


Les installations actuelles ont été prévues pour produire 20 000 appareils de 
régulation chaque année de 2012 à 2025 ; à la fin de l’année 2025, la valeur 
résiduelle des installations sera nulle et la production cessera. 
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Le prix de revient actuel comprend d’une part les charges de personnel pour 
un montant de 100 000 € par an, des matières premières pour un montant 
de 200 000 € et l'amortissement comptable constant des installations 
anciennes égal à 120 000 € par an. Le prix de vente des appareils est de 25 €. 
1) Établir le prix de revient en 2012 pour une production de 20 000 appa- 
reils. Quel est le bénéfice réalisé en 2012 par appareil vendu ? 
2) L'industriel pourrait moderniser les installations anciennes par un investis- 
sement d’un million d’euros à financer en totalité en 2012. 
Cette dépense serait amortie par annuités constantes au taux d'intérêt effec- 
tif de 7 % et permettra d’accroître la production en la faisant passer à 25 000 
en 2013, 28 000 en 2014 puis 30 000 par an de 2015 à 2025. 
Le passage de la production de 20 000 à 30 000 appareils réduira les charges 
de personnel et de matières premières par unité vendue qui passeront de 15 € 
à 13 €. Les gains sur les coûts seront obtenus proportionnellement à la pro- 
duction supplémentaire d’appareils. 

a)$ Calculer le prix de revient de chaque appareil à partir de 2015 quand 

la production atteindra 30 000 appareils par an. 


b)$ Calculer la valeur actuelle nette de ce projet si le taux d’actualisation 
retenu par l’entreprise est égal à 7 % par an. 

c)$ Calculer le taux de rentabilité actuariel de ce projet de modernisation 
de l'unité de production actuelle. 


Partie 2 : Construction d’une nouvelle unité de production 


La construction d’une nouvelle unité de production permettrait à cet indus- 

triel de produire des appareils de régulation plus sophistiqués. Le coût de ce 

projet, d’un montant égal à un million d’euros, serait à financer en totalité en 

2012. Le prix de vente des nouveaux appareils est fixé à 50 € et la produc- 

tion s’établira à 7 000 appareils pendant l’année 2013 puis à 10 000 par an 

de 2014 à 2025. 

Les coûts de production (matières premières, entretien et charges de person- 

nel) seront de 300 000 € en 2012 et passeront à 350 000 € par an de 2013 

à 2025. La production cessera à la fin de l’année 2025, date à laquelle la 

valeur résiduelle de la nouvelle unité de production sera nulle. 

3 a)* Comparer la valeur actuelle nette de ce projet au taux d’actualisation 
de 7 % par an choisi par l’entreprise à celui de la rénovation des installa- 
tions anciennes. 

b)$ Calculer le taux de rentabilité actuariel de ce projet de construction 
d’une nouvelle unité de production. 
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Sujet 1@ Paris X, Licence 2 Économie et Gestion, 
septembre 2006, durée 2h 


Barème 
Nature de la réponse Nombre de points 
Bonne réponse 20/32 points 
Absence de réponse ou plusieurs réponses 0 points 
Mauvaise résponse —5/32 points 


Le nombre 5 est égal à : 
© a) 500 % © b) 50 % 095% O d) 0,5 % 
© €) 0,05 % 

Le prix de l’action XYZ a été multiplié par 8 pendant une certaine 
période. Il a donc augmenté de : 
© a) 80 % O b) 87,5 % © c) 700 % © d) 790 % 
© e) 800 % 

Le prix de l’action XYZ a été multiplié par 8 pendant une certaine 
période. À l'issue de la période suivante, il est revenu à sa valeur initiale (celle 


du début de la première période). Pendant la deuxième période, le prix de 
l’action XYZ a donc diminué de : 


© a) 80 % O b) 87,5 % © c) 700 % O d) 790 % 
© e) 800 % 
Dans le jargon financier, cinq « points de base » valent : 
© a) 5 % © b) 0,5 % © o) 5 euros © dj) 0,5 
© e) 0,0005 
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Après avoir remis à l’escompte un effet de commerce dont la valeur nomi- 
nale est de 4 000 €, le compte de l’entreprise XYZ a été crédité de 3 200 €. 
Le taux de revient précompté de son emprunt est égal à : 


© a) 2,50 % © b) 0,20 Oc)25,00% © d) 0,020 
© €) 0,0025 
Après avoir remis à l’escompte un effet de commerce dont la valeur nomi- 


nale est de 4 000 €, le compte de l’entreprise XYZ a été crédité de 3 200 €. 
Le taux de rémunération post compté de son emprunt est égal à : 


O a) 2,50 % © b) 0,20 Oc)25,00% © d) 0,020 
© €) 0,0025 
À un facteur d’escompte égal à 0,80 correspond un taux d’escompte 
rationnel égal à : 
© a) 10,00 % O b) 16,67 %  Oc) 20,00 % © d) 25,00 % 
© e) 83,33 % 
À un facteur d’escompte égal à 0,80 correspond un taux d’escompte com- 
mercial égal à : 
© a) 10,00 % O b) 16,67 %  Oc)20,00% © d) 25,00 % 
© e) 83,33 % 
Monsieur Martin a effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 


rémunéré à intérêts simples au taux nominal de 12 % par an : le premier en 
t—=0 et le second en f = 1/2. 


Le solde de son compte à l'instant r = 1 est égal à : 
O a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € © c) 10 918,00 € © d) 10 932,04 € 
© e)10 946,67 € 

Madame Dupond à effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 


rémunéré à intérêts composés au taux effectif discret de 12 % par an : le pre- 
mier en t — 0 et le second enr — 1/2. 


Le solde de son compte à l'instant r = 1 est égal à : 
© a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € © c) 10 918,00 € © d) 10 932,04 € 
© e)10 946,67 € 

Monsieur Ka a effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 


rémunéré à intérêts composés semestriellement au taux nominal de 12 % par 
an : le premier en 1 = 0 et le second en 1 = 1/2. 


Le solde de son compte à l'instant r = 1 est égal à : 
© a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € © c) 10 918,00 € © d) 10 932,04 € 
© e)10 946,67 € 
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Mademoiselle Durand a effectué deux versements de 5 000 € sur un 
compte rémunéré à intérêts composés trimestriellement au taux nominal de 
12 % par an : le premier en r = 0 et le second en r = 1/2. 


Le solde de son compte à l'instant f = 1 est égal à : 
© a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € © c) 10 918,00 € © d) 10 932,04 € 
© e)10 946,67 € 


Mademoiselle Simon a effectué deux versements de 5 000 € sur un 
compte rémunéré au taux d'intérêt continu constant ô(r) = 12 % par an : le 
premier en f = 0 et le second en r = 1/2. 


Le solde de son compte à l'instant 1 = 1 est égal à : 
O a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € © c) 10 918,00 € © d) 10 932,04 € 
© e)10 946,67 € 


Si on prête EUR150 000 Overnight sur le marché monétaire au taux 
nominal de 3,6 % annualisé en convention NJE/360, on reçoit le lende- 
main : 
© a) 150 000 € O b) 150015€ Oc)150030€ © d) 150 045 € 
© €) 150 060 € 


Le taux d'intérêt effectif équivalent à un taux nominal de 18 % par an 
à composition mensuelle vaut : 


© a) 18,00 % Ob)19,36% Oc)19,56% © d) 19,66 % 
© e) 20,36 % 


Le taux d’intérêt nominal à composition mensuelle (en % par an) équi- 
valent à un taux effectif de 18 % par an vaut : 


© a) 14,00 % Ob)15,52% Oc)15,56% © d) 16,67 % 
© e) 18,00 % 


Edgar a revendu aujourd’hui au prix de 1 025 € ses obligations de 
valeur nominale 1 000 € et de taux facial 8 % à coupons annuels, achetées 
au prix de 1 010 € un an auparavant. Il n’a donc encaissé qu’un seul coupon. 
Le taux de plus-value de son investissement vaut donc : 


© a) 1,46 % © b) 1,49 % © c) 7,80 % © d) 7,92 % 
© e) 8,00 % 


En convention « 30 », du 14 juillet 2006 au 12 octobre 2006 il y a : 
© a) 88 jours © b) 89 jours © c) 90 jours © d) 91 jours 
© e) 92 jours 
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Mademoiselle Durand a placé 5 000 €, en date valeur du 23 février 
2006, sur un compte rémunéré à intérêts simples au taux nominal de 10 % 
annualisé en convention NJE/360. Le 26 mai 2006, elle à retiré tout son 
argent pour le placer immédiatement sur un compte rémunéré à intérêts 
simples au taux d’intérêt nominal de 11 % annualisé en convention 


« 30/360 ». Aujourd’hui (6 septembre 2006), elle dispose sur son compte de : 
© a) 5284,46€  O b) 5 284,56 € O co) 5 284,67 € © d) 5 284,77 € 
O €) 5 284,88 € 


Monsieur Jones a acheté 9 800 $ un T-Bill de valeur nominale 10 000 $ rem- 
boursable dans 13 semaines (i.e. 91 jours). Annualisé en convention NJE/365, le 
taux d'intérêt nominal (post compté) servi par ce titre financier vaut : 


O a) 8,10 % O b) 8,19 % O oc) 8,29 % © d) 8,39 % 
© e) 8,49 % 


Steve a acheté un bon du Trésor américain d’une valeur nominale égale 
à 10 000 $ et de maturité 48 jours au taux d’escompte commercial nominal 
de 4,00 % annualisé en convention NJE/360. Steve l’a payé : 


© a) 9946,37 $ © b) 9 946,67 $ © c) 9 946,95 $ O d) 9 950,33 $ 
O'e) 9 95133$ 


Pour acheter un bon du trésor du pays d’Utopie de maturité 146 jours 
et de valeur nominale 100 000 dont le taux d'intérêt nominal (post compté) 
est de 4,00 % annualisé en convention NJE/365, il faut payer : 


O a) 96000,00 O b)96153,00 © c) 98400,00 © d) 98425,20 
© e) 100000,00 


La société ABC distribuera un dividende de 2 € par action dans un an 
et diminuera ensuite ses dividendes chaque année de 4 %. Ses actionnaires 
exigent un taux de rentabilité égal à 11 % par an. Selon le modèle de Gordon, 
le prix de cette action en bourse devrait être égal à : 


© a) 13,33 € O b) 14,50€ Oc)10,83€ © d) 12,50 € 
© €) 28,57€ 


La société BCD est une entreprise innovante dont les actionnaires exi- 
gent un taux de rentabilité de 15 % par an. Après avoir mis au point, une bat- 
terie solaire d'avant-garde, ses affaires vont bien et elle distribuera en consé- 
quence dans un an un dividende de 6 € puis un dividende de 8 € dans deux 
ans. Un analyste prévoit que les dividendes distribués ne croîtront plus 
ensuite que de 4 % par an. Dans cette hypothèse, selon le modèle de Gordon, 
le prix de cette action en bourse devrait être égal à : 


© a) 67,28 € O b) 68,46€ Oc)7478€ © d) 84,00 € 
O'e) 33,35€ 
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Jérémie a acheté il a deux ans, au prix de 1 000 €, un titre financier de 
maturité deux ans qui lui a rapporté 500 € il a un an et 937,50 € aujour- 
d’hui. Le taux de rentabilité actuariel de son investissement énoncé sur une 
base annuelle est égal à : 


© a) 12,50 % © b) 18,22 % © €) 22,22 % © d) 24,25 % 
© e) 25,00 % 


Le jour de ses 18 ans, Julie a cassé sa tirelire et a placé toutes ses écono- 
mies, soit 2 000 €, sur un compte rémunéré au taux effectif de 6 % par an. 
Depuis, elle dépose 500 € à chacun de ses anniversaires. Aujourd’hui, elle 
fête ses 22 ans et vient de déposer une nouvelle fois 500 € sur ce compte (i.e. 
son 4° dépôt de 500 €). Sachant qu’elle n'a effectué aucun autre versement 
ni retrait, le solde de son compte aujourd’hui est égal à : 


Oa)4312,26€  O b) 4 412,26 € © 0) 4 512,26 € © d) 4 612,26 € 
© e) 4 712,26 € 


Le taux d'intérêt simple servi sur le compte A est égal 12 % par an. Le 
taux d’escompte simple servi par le compte B est égal à 10 % par an. Le taux 
d'intérêt continu ô(r) sera le même sur ces deux comptes à l'instant r égal, en 
années, à : 
© a) 0,433 © b) 0,533 O oc) 0,633 © d) 0,733 
© e) 0,833 


Un client a déposé 5 000 € sur un compte rémunéré à intérêts compo- 
sés semestriellement. Cinq ans plus tard le solde de son compte est de 
6 094,97€. Le taux d'intérêt nominal à composition semestrielle (en % par 
an) servi par ce compte est égal à : 
© a) 3,80 % © b) 4,00 % © c) 4,20 % © d) 4,40 % 
© e) 4,60 % 


Pour qu'un investissement, dont le taux de rentabilité est de 9 % par an, 
quadruple il faut attendre environ : 


© a) 16 ans © b) 17 ans © €) 18 ans © d) 19 ans 
© e) 20 ans 


Vous avez déposé 1 000 € sur un compte, rémunéré au taux nominal de 
10 % par an, à la banque du pays d’Utopie qui vous permet de choisir la fré- 
quence annuelle de composition des intérêts. En conséquence, vous choisis- 
sez une composition continue pour que le montant des intérêts crédités soit 
maximum. Dans deux ans, ces derniers seront égaux à : 


© a) 210,00 € Ob)215,82€ Oc)218,40€ © d) 221,40 € 
© e) 230,38 € 
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Le taux de rentabilité actuariel annualisé en convention NJE/365, cor- 
respondant à l’achat au prix de 9 820 d’un bon du Trésor du pays d’Utopie 
d’une valeur nominale de 10 000 remboursable dans 146 jours est égal à : 
© a) 4,55 % O b) 4,65 % © co) 4,75 % © d) 4,85 % 
© e) 4,95 % 

Monsieur Martin a emprunté à sa banque un capital de 10 000 €, rem- 
boursable dans 1 an 1/2, au taux de 6 % par an composé trimestriellement. 
Cette dernière impose une assurance « décès-invalidité » à payer terme échu (1.e. 
dans 1 an 1/2) qui coûte 0,3 % du capital prêté, et compte 50 € de frais d’ou- 
verture de dossier (autrement dit, M. Martin n’a été crédité que de 9 950 €). 
Conformément à la législation actuellement en vigueur en France, cette 
banque doit faire figurer sur le contrat remis à son client un TEG égal à : 
© a) 6,000 % O b) 6,500 % Oc)6,686% © d) 6,888 % 
© e) 7,025 % 


Sujet 2@ Paris X, Licence professionnelle Assurance, 
Banque & Finance, janvier 2011, durée 1h55 


Si la cote d’un timbre poste de collection a été multipliée par 5 pendant 
l’année, elle à augmenté de : 


© a) 5 points © b) 50 points © c) 80 % © d) 400 % 
© e) 500 % 


Si la cote d’un timbre poste de collection à été divisée par 5 pendant l’an- 
née, elle a diminué de : 


O a) 5 points © b) 50 points © co) 80 % © d) 400 % 
© e) 500 % 

Un MP3 vendu 10 € rapporte à l’État environ : 
© a) 0,52 € © b) 0,55 € © ©) 1,50€ © d) 1,64€ 
© €) 1,96 € 


On rappelle que le taux normal de la TVA en 2011 est de 19,6 %. 
Le 1% décembre 1987, la TVA sur les disques en France est passée de 33,3 % 
à 18,6 %. La part du prix de vente revenant à l'Etat est donc passée de : 
© a) 50,0 % à 25,0 % © b) 33,3 % à 18,6 % 
© 0) 25,0 % à 15,7 % © d) 20,0 % à 12,0 % 
© e) 66,7 % à 81,4 % 
Le prix d’un Big Mac à Paris valait 3 € en juillet 2004 et 3,90 € en juillet 


2008. Le taux de croissance continu de son prix pendant cette période s'élève 
donc à : 


Oa20% Ob)231% Oc26% Od)30% Oe) 36% 
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Le prix d’un Big Mac à Paris valait 3 € en juillet 2004 et 3,90 € en juillet 
2008. Le taux de croissance (discret) de son prix pendant cette période s'élève 
donc à : 


© a) 20 % © b) 23,1 % © c) 26% © d) 30 % 
© €) 36 % 

Dans le jargon bancaire, deux « points de base » valent : 
Oa) 2% © b) 0,2% @o2e O d) 02€ 
© e) 0,0002 


Après avoir remis à l’escompte un effet de commerce dont la valeur nomi- 
nale est de 4 400 €, le compte de l’entreprise XYZ a été crédité de 4 000 €. 
Le taux de revient précompté pour l’entreprise XYZ est égal à : 

O a) 9,00 % O b) 0,0909 O ©) 10,00 % © d) 0,010 
© e) 0,900 


Après avoir remis à l’escompte un effet de commerce dont la valeur nomi- 
nale est de 4 400 €, le compte d’une entreprise a été crédité de 4 000 €. Le 
taux de rémunération post compté pour la banque est égal à : 


© a) 9,00 % © b) 0,0909 O c) 10,00 % © d) 0,010 
© e) 0,900 


Sachant qu’au taux nominal d'intérêt à, la valeur acquise par 1 000 € est 
égale à 1 100 € après une durée 1 (en années), la valeur acquise par une 
somme de 2 000 € au taux nominal 2 x i après 5 x f années est égale à : 


O a) 3 000 € Ob)4000€ Oc5000€ Od)6000€ 
© e) 10 000 € 


Monsieur Martin a effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 
rémunéré à intérêts simples au taux de 10 % par an : le premier en 1 = 0 et 
le second en 1 = 1/2. À l'instant r = 1, ce dernier dispose donc de : 


© a) 10772,19€ © b) 10744,04€ © oc) 10750,00 € © d) 10762,50 € 
© e)10782,21 € 


Monsieur Ka a effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 
rémunéré à intérêts composés au taux nominal de 10 % par an à composition 
semestrielle : le premier en 1 = 0 et le second en 1 = 1/2. À l'instant r — 1, 
ce dernier dispose donc sur ce compte de : 


© a) 10772,19€ © b) 10 744,04 € © o) 10 750,00 € 
O d)10762,50€ O e) 10 782,21 € 


Mademoiselle Durand a effectué deux versements de 5 000 € sur un 
compte rémunéré à intérêts composés au taux nominal de 10 % par an à 
composition trimestrielle : le premier en = 0 et le second en 1 = 1/2. À 
l'instant f = 1, cette dernière dispose donc sur ce compte de : 
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© a) 10772,19€ © b) 10 744,04 € 
© © 10750,00€ © d) 10 762,50 € 
© €) 10 782,21 € 
À Londres, les CD (certificats de dépôt) se négocient sur la base d’un 
taux d'intérêt nominal annualisé en convention NJE/365. 


Un CD de maturité 13 semaines et de valeur nominale GBP200 millions, 
émis sur le marché primaire au taux nominal de 4 % par an est donc rem- 


boursé (en GBP) : 
© a) 198 025 173,61 © b) 200 000 000,00 
© ©) 201 994 520,55 © d) 202 000 000,00 
© e) 202 022 222,22 

Le taux d’intérêt effectif équivalent à un taux nominal de 12 % par an 
à composition mensuelle vaut : 
© a) 14,40 % © b) 12,68 %  Oc)12,75% © d) 12,00 % 
© €) 11,39 % 

Le taux d’intérêt nominal à composition mensuelle, énoncé sur une base 
annuelle, équivalent à un taux effectif de 12 %, vaut : 
© a) 14,40 % © b) 12,68 %  Oc)12,75% © d) 12,00 % 
© e) 11,39 % 

Du 23 février au 16 octobre 2006, quel est le nombre de jours en 
convention « 30 » ? 
© a) 233 © b) 234 © c) 235 O d) 236 
© e) 237 

En date valeur du 5 novembre 2009, Mlle Durand a placé 
5 000 € sur un compte rémunéré au taux d’intérêt nominal de 10 % annua- 
lisé en convention NJE/360. Le 16 février 2010, elle a retiré tout son argent 
pour le placer sur un compte rémunéré au taux d’intérêt nominal de 11 % 


annualisé en convention « 30/360 ». Elle disposait donc sur son compte le 28 
juin 2010 de: 


O a) 5 346,49€  O b) 5347,49€ © 0) 5 348,49 € O d) 5 349,49 € 
© €) 5 350,49 € 

Monsieur Jones a acheté 9 790 un bon du Trésor d’Utopie de valeur 
nominale 10 000 remboursable dans 13 semaines (i.e. 91 jours). Annualisé 
en convention NJE/365, le taux d’intérêt nominal servi par ce titre financier 
vaut (en % par an) : 
© a) 2,10 % O b) 8,31 % © ©) 2,15 % © d) 8,60 % 
© €) 8,89 % 
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Steve a acheté le marché secondaire au pays d’Utopie un bon du Trésor 
d’une valeur nominale égale à 10 000 et de maturité 48 jours au taux d’es- 
compte commercial nominal de 2,10 % par an, énoncé en convention 
NJE/360. Steve l’a payé : 
© a) 9 972,00 Ob)9962,38 © c) 10 000 © d) 9 899,72 
© €) 9 997,90 


Pour acheter un bon du Trésor du pays d’Utopie de maturité 126 jours 
et de valeur nominale 100 000 dont le taux d'intérêt nominal post compté 
est égal à 3,3 % annualisé en convention NJE/365, il faut payer : 


© a) 98 845,65 O b) 99 967,65 O c) 96700,65 © d) 98 873,65 
© e) 99 988,65 


Un client a déposé 500 € sur un compte rémunéré à intérêts composés 
semestriellement ; 5 ans plus tard il dispose sur ce compte de 705,30 €. Le 
taux d’intérêt nominal de ce placement, énoncé sur une base annuelle, est 
égal à : 
© a) 8,21 % © b) 7,15 % © co) 7,00 % © d) 6,85 % 
© e) 6,70 % 


Pour disposer de trois fois plus sur un compte rémunéré au taux d’inté- 
rêt effectif de 9 %, il faut attendre environ : 


© a) 21 ans © b) 19 ans © oc) 17 ans © d) 15 ans 
© €) 13 ans 


Le taux actuariel de rentabilité annualisé en convention NJE/365 cor- 
respondant à l’achat au prix de 9 900 d’un bon du Trésor d’une valeur nomi- 
nale de 10 000 remboursable dans 75 jours est égal à : 


© a) 5,01 % O b) 4,85 % O 0) 4,67 © d) 5,42 % 
© e) 6,96 % 


Vous avez déposé 250 sur un compte rémunéré au taux nominal de 8 % 
et la banque du pays d’Utopie vous permet de choisir la fréquence annuelle 
de composition des intérêts. En conséquence, vous choisissez une composi- 
tion continue pour que le montant des intérêts crédités soit maximum. Dans 
un an ces derniers seront égaux à : 


O a) 25,46 O b) 20,82 © ©) 20,00 O d) 15,00 
© e) 10,38 


Monsieur Martin a emprunté à sa banque un capital de 10 000 €, rem- 
boursable dans deux ans, au taux effectif de 4 %. Cette dernière impose une 
« ADI » (Assurance Décès-Invalidité) à payer terme échu (i.e. dans 2 ans) qui 
coûte 0,3 % du capital prêté, et compte 40 € de frais d'ouverture de dossier 
(autrement dit, M. Martin n’a été crédité que de 9 960 €). Conformément à la 
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législation actuellement en vigueur, cette banque doit faire figurer sur le contrat 
remis à son client un TEG (taux d'intérêt effectif tous frais inclus), égal à : 


© a) 4,00 % © b) 4,15 % © 0) 4,35 % © d) 4,55 % 
© e) 4,75 % 
Le Refi est : 
© a) le nom donné par les financiers à un OPCVM de référence 
© b) le nom donné au taux de base bancaire 
© o) le nom donné à l’ancien PIBOR lors de la création de l’euro 


© d) le taux des opérations de refinancement des banques choisi par la BCE 


L'EONTIA est : 


© a) une ville des États-Unis, fondée en 1668, proche de New York, qui a 
donné son nom à un produit bancaire 


© b) le taux d'intérêt que les banques doivent payer pour emprunter à la 


BCE 


© oc) le taux d'intérêt que les banques reçoivent quand elles placent de l’ar- 
gent à la BCE 


© d) un taux de référence du marché monétaire calculé par la BCE qui éva- 
lue à combien les banques se prêtent de l’argent entre elles pour des opé- 
rations au jour le jour 
La valeur nominale des OAT est : 
© a) variable © b) de 1 € © €) de 1 000 € © d) de 10 000€ 


Les OAT sont émises par un organisme qui : 
© a) reçoit ses instructions de PAMF 
© b) dépend de la Bourse de Paris 
© o) les stocke dans un coffre-fort situé dans un endroit tenu secret 
© d) s'appelle l'Agence France Trésor 
Un bon du Trésor Britannique d’une valeur nominale de 50 millions de 


livres sterling, dont l’échéance est dans 13 semaines est coté sur la base d’un 
taux d’escompte nominal de 4,25 % par an. Ce bon vaut donc (en GBP) : 


O a) 47875000,00 © b) 49462847,22 
O oc) 49470205,48 © d) 49475 460,27 


La BCE est une banque : 
O a) commune d’épreuves utilisée pour sélectionner les banquiers 
© b) dont la mission est de réduire les déficits des pays de la zone euro 
© oc) créée en 1986 pour lutter contre le blanchiment d’argent 


© d) dont la mission principale est de maintenir la stabilité des prix dans la 
zone euro 
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Sujet 30 Paris X, Licence professionnelle Assurance, 
Banque & Finance, novembre 2010, durée 2h30 


Sauf accord contraire entre les parties, quand une obligation est négociée 
le jour de détachement d’un coupon : 


© a) l'acheteur l’encaisse 

© b) le vendeur l’encaisse 

© o) l'acheteur et le vendeur en encaissent chacun une moitié 

© d) le vendeur l’encaisse mais doit en rétrocéder ensuite la moitié à l’ache- 
teur 
La notation AAA attribué par S&P à l'émetteur d’un emprunt obligataire 

indique que : 

© a) sur la base des documents fournis, sa rentabilité est excellente 

© b) cet émetteur est particulièrement solvable 

© c) son activité respecte toutes les réglementations en vigueur 


© dj le prix d'émission des obligations émises est intéressant 


Une OAT, indexée sur l'indice des prix à la consommation : 
© a) est plus risquée qu'une obligation classique à taux fixe 
© b) a un coupon variable mais sa valeur de remboursement est fixe 
© c) a un coupon et une valeur de remboursement variable 
© d) présente une rémunération nominale supérieure à celle des obligations 


classiques à taux fixe 


Les caractéristiques d’une obligation achetée 750 <€ sont les suivantes : 
taux facial 6 % ; coupon annuel ; remboursement au pair : 1 000 € dans 
4 ans. Son taux de rendement annuel est égal à : 


© a) 12,0 % © b) 10,0 % © oc) 8,0 % O d) 6,5 % 
Quelle caractéristique d’une obligation classique ne change pas jusqu’à 

son remboursement ? 

© a) son taux facial 

© b) le nombre de coupons à encaisser 

© ©) son taux de rendement 

© d) son taux de rentabilité 
Monsieur Dupond a revendu aujourd’hui au prix de 22 €, 100 actions 


BCD qu'il avait acheté 25 €. Sachant que cette action a distribué un unique 
dividende de 2 € aujourd’hui le taux de rentabilité de cet investissement est 


de : 
O a) 4% © b) 8,33 % O0 098% © d) - 4% 
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Les taux de plus ou moins-value trimestriels des actions achetées par 
Monsieur Ka ont été successivement égaux à + 10 %, — 20 % et + 10 %. Le 
taux de plus-value sur l’ensemble des trois trimestres a donc été de : 


O a)0% © b) 3,2 % © c) - 3,2% O d)-2% 
Le taux de rentabilité d’une action se calcule en faisant : 
© a) la somme de son taux de plus-value et de son taux de rendement 
© b) la différence entre son taux de plus-value et son taux de rendement 
© 0) le rapport entre les dividendes perçus et son prix d’achat 
© d) le rapport entre la plus-value et son prix d’achat 
Investir le 31/12/1987 dans un fonds indiciel répliquant le CAC 40 nu 

plutôt que le CAC 40 de rentabilité aurait fait aujourd’hui : 
© a) perdre environ 1 % par an 
© b) gagner environ 1,5 % par an 
© oc) perdre environ 2 % par an 
© d) gagner ou perdre selon les années 

En 2008, année de l’effondrement des bourses, le rendement des valeurs 
du CAC 490 2 été d’environ : 
O a) - 2% O b) 0 % Od2% O d) 4% 

L'indice CAC 40 nu valait 4 000 à la clôture du jour boursier n°1 et 
4400 à la clôture du jour boursier n°2 (un mois plus tard pour fixer les idées). 
Le lendemain (jour boursier n°3) toutes les variations des cours des actions 
ont été insignifiantes (quasiment nulles) sauf pour TOTAL dont le cours a 
augmenté de 8 %. Sachant que la pondération dans l'indice de cette société 
est égale à 12,5 %, le CAC 40 nu vaut à la clôture de la 3° séance : 


© a) 4 435,2 © b) 4 440 © c) 4 444 © d) 4 500 


Un tracker est : 
© a) un fonds indiciel coté 
© b) le nom donné aux employés de Tracfin 
© 0) un indice boursier de référence 


© d) une action américaine cotée à la Bourse de New York 


Parmi les affirmations ci-dessous, lesquelles sont correctes : 
— [. Vendre à découvert revient à emprunter de l'argent ; 
— II. Le vendeur à découvert d’un titre est haussier sur ce dernier ; 


— III. Dans le cas de versements de coupons ou de dividendes, le vendeur à décou- 
vert doit rembourser ces rémunérations à celui auquel il emprunte les titres. 


© a) I seulement © b) I et II seulement 
© o) I et III seulement © d) I, IT et III 
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Les questions 14 à 19 portaient sur les instruments optionnels. 


Pour investir à la Bourse de New York, vous avez changé des euros il y a 
quelques années au cours de 1,20 $/€. Vous soldez aujourd’hui votre posi- 
tion au cours de 1,40 $/€. Quel est le taux de rentabilité de votre investisse- 
ment si le solde de votre compte en dollars a diminué de 20 % ? 


© a) — 20,0 % Ob)-67%  Oc)-314%  O©O d)-17,7 % 


Un fonds américain a annoncé une performance égale à 20 % pendant 
l’année. Si ce taux a été de 25 % pour un anglais qui a investi dans ce fonds 
en changeant ses livres sterling en dollars au cours de 0,60$/£ au début de 
l’année, on en déduit que le taux de change GPB/USD à la fin de l’année est 
égal à : 
© a) 0,600$/£ © b) 0,625$/£ © oc) 0,576 $/£ © d) 0,750$/£ 


Les taux spots à un, deux et trois ans sont respectivement égaux à : 
où = 3 %, oi2 = 5 % et oi3 — 6 % par an. Quel est le prix d’un SWAP qui 
remplace trois versements égaux à 100 000 €, 200 000 € et 300 000 € à 
payer respectivement dans un an deux ans et trois ans par un versement 
constant ? 


© a) 185 170 € © b) 190 170€ © 0) 195 170€ © d) 200 170 € 


Le taux de rentabilité actuariel d’un bon du Trésor à 75 jours annualisé 
en convention NJE/365, qui se négocie à 99 % sur le marché secondaire, 
vaut : 


© a) 5,01 % O b) 4,67 % © oc) 5,42 % © d) 6,96 % 


Monsieur Martin a investi 100 000 € dans un FCP le 1% janvier ; il a 
ajouté 39 600 € le 1% avril puis retiré 29 040 € le 1° octobre. Si le solde de 
son compte est de 141 840 € le 1‘ janvier de l’année suivante, son taux de 
rentabilité actuariel (MWRR) énoncé sur une base annuelle vaut : 


O a) 14,4% O b) 15,4% © 0) 16,4 % O d) 17,4% 


Le taux d’intérêt nominal à composition semestrielle étant constant égal 
à i® = 6 % par an, la valeur acquise à la date du dernier versement d’une 
rente de 30 000 €, versée terme à échoir tous les 3 ans pendant 30 ans, vaut 
environ : 


O a) 350 000 € O b) 450 000€ O© c) 600 000€ O© d) 900 000 € 


Un artisan de 40 ans dépose annuellement 1 000 €, terme à échoir, sur 
un compte rémunéré et débité à un taux effectif égal à 8,16 %. A partir du 
jour de ses 60 ans, il retire de ce compte 3 000 € semestriellement, terme à 
échoir, tant qu’il le peut. Quelle sera la dernière somme prélevée sil solde son 
compte lorsqu'il ne sera plus créditeur que de moins de 2 000 € ? 


O a) 588 € Ob)1048€ Oc)1430€ Od)1488€ 
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Au taux d’actualisation de 7 % par an, la valeur actuelle des flux de tré- 
sorerie suivants : 1 000 € aujourd’hui, 2 000 € dans un an, 5 000 € à la fin 
de la 3° année et 6000 € à la fin de la 5°" année est égale à : 


© a) 11 229€ Ob)10652€ Oc10412€ © d) 10 034€ 


Au taux de rentabilité actuariel de 12 % par an, la valeur actuelle d’une 
rente perpétuelle constante annuelle de 1 000 €, à échoir, est égale à : 


O a) 11 333,33 Ob)10333,33 Oc)9333,33 © d) 8 333,33 € 


Pendant 40 ans, Monsieur Martin a déposé 10 000 € tous les 4 ans, 
terme à échoir, sur un compte rémunéré à un taux effectif constant. La valeur 
acquise aujourd’hui, un an après son 10° versement est exactement égale à 
5 fois celle dont il disposait il y a 20 ans, juste avant de procéder à son 6° 
versement. Il dispose donc aujourd’hui de : 


O a) 469 872€  Ob) 507 772€ O c) 544672€ O d) 619 472€ 


Pierre, Paul et Jacques ont hérité d’une rente perpétuelle immédiate 
annuelle constante. Pierre doit recevoir les n premiers versements, Paul les n 
suivants et Jacques tous les autres. Si la part de Pierre est de 40 %, celle de 
Jacques est égale à : 


© a) 24 % © b) 28 % © c) 32 % © d) 36 % 

Si le taux actuariel d’une obligation est supérieur à son taux facial, elle 
cote : 
© a) en dessous de son pair © b) au dessus de son pair 
© o) son pair © d) on ne peut pas conclure 

Le taux de rentabilité actuariel (en % par an) d’une obligation à coupon 
zéro de maturité 10 ans qui cote 53,775 % est égal à : 
© a) 6,4 % © b) 6,8 % © o) 5,1 % © d) 3,4% 

Une obligation classique dont le taux facial est de 8 % cote 77,4 %. Si 
son taux de rentabilité actuariel est de 12 % par an, sa maturité est égale à : 
© a) 20 ans © b) 25 ans © €) 15 ans © d) 10 ans 

Une obligation classique de maturité 15 ans cote 92,394 %. Si son taux 
de rentabilité actuariel est de 10 % par an, son taux facial est égal à : 
© a)6% © b) 7 % © oc) 8% O dd9% 

Une obligation classique de maturité 10 ans est émise au taux facial de 


8 %. Si son taux de rentabilité actuariel est égal à 7 % par an, son rendement 
annuel est égal à : 


© a) 7,0 % O b) 8,0 % Oo) 7,5 % O d) 88 % 


Une obligation classique de maturité 20 ans est émise au taux facial de 
8 %. Si son taux de rendement rapporté à son cours initial est de 7 % pen- 
dant la première année, son taux de rentabilité actuariel (en % par an) vaut : 
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O a) 6,28 % © b) 6,48 % © 0) 6,68 % © d) 6,88 % 


Une obligation classique, remboursée au pair dans 10 ans, de nominal 
1 000 € et de taux facial 8 % a été émise aujourd’hui au taux de rentabilité 
actuariel de 6 % par an. Si son taux actuariel passe à 5,5 % par an, un an plus 
tard, elle coteràa : 


O a) 1000,00€ © b) 1 173,80 € O 0) 831,31€ © d) 1 137,54 € 


Si un capital de 10 000 € est remboursable par 4 annuités constantes au 
taux d'intérêt effectif de 8 % par an, l'amortissement contenu dans la 
1'€ annuité est égal à : 


O a) 2 481 € Ob)2316€ Oc2219€ Od)2187€ 


Monsieur Durand a emprunté un capital, au taux d’intérêt effectif de 
8 % par an, remboursable par 4 annuités constantes à payer terme échu. Le 
capital restant dû, à la fin de la 3° année étant égal à 55 912 € le 1 amor- 
tissement est égal à : 
© a) 44 385 € Ob)45485€ Oc)46485€ © d) 47 485 € 

Monsieur Martin a emprunté un capital de 10 000 € au taux d'intérêt 
effectif de 10 % par an, remboursable par 20 annuités à payer terme échu. Si 
le montant de chacune des 10 premières est égal à 1,5 fois Les intérêts qui sont 
dus au moment du paiement, le montant constant des 10 suivantes est de : 


© a) 329,19 € Ob)571,20€ Oc)703,31€ © d) 974,42 € 


Sujet 40 Paris X, Master Économie et Master Gestion, 
juin 2006, durée 1h30 


EXERCICE 1 [5 points] 


Vous trouverez ci-après un extrait du tableau d'amortissement d’un prêt 
consenti par une banque à son client pour une durée de 15 années. Le capi- 
tal Do = 120 000 € est remboursé par 180 mensualités constantes égales à 
1 012,63 € à payer terme échu. 


1) Quel est le taux d’intérêt nominal à composition mensuelle de ce prêt ? 
Quel est son taux effectif ? 


2) Recopiez les 3 lignes de ce tableau sur votre copie et compléter les cases rela- 
tives : 


— à la 1 mensualité, i.e. 11, Mi et D: : 
— à la 180° mensualité, i.e. Z180 et Mio ; 
— à la 179€ mensualité, 1.e. Li7, Mi, Dir. 


3) Quelle relation lie deux amortissements successifs (M4 et My1, k = 1,.., 
179) ? 
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Extrait du tableau d'amortissement 


Mensualité Mensualité Intérêt Amortissement | Dette en k 
n°%k a 1, M, D, 
1 1012,63 
179 1 012,63 
180 1 012,63 (0) 


EXERCICE 2 [3 points] 

A(E) = 100 x (2 +1+2,25) est le solde (en millions d’euros) à l'instant t 
(0 < 1 < 5), mesuré en années, d’un compte rémunéré. 

1) Quel est le taux d’escompte effectif servi pendant la deuxième année ? 

2) Quel est le taux d’intérêt effectif servi pendant la troisième année ? 


3) Quel est le taux d’intérêt instantané servi en 1 = 1,5 ? 


EXERCICE 3 [2 points] 


Le 24 juin 2005, Monsieur Dupond a placé 5 000 € en achetant des parts 
d’un FCP. Le 24 septembre 2005, ses parts valaient 5 250 € et il a rajouté 
2 500 €. 

Le 24 octobre 2005, ses parts valaient 7 660 € et il a retiré 3 000 €. Le 
24 janvier 2006, ses parts valaient 5 100 € et il a retiré 800 €. Aujourd’hui 
24 Juin 2006, le solde de son compte est égal à 4 650 €. 


1) Quel a été le taux effectif z de rémunération obtenu par Monsieur 
Dupond pendant la période ? 


2) Quel à été la performance du gestionnaire du FCP ? 


EXERCICE 4 [3 points] 


Les actionnaires de la société XYZ exigent un taux de rentabilité de 5 % 
par an. 


1) D’après le modèle de Gordon, à combien devrait s'établir le prix de 
l'action XYZ aujourd’hui 24 juin si la société distribue un dividende de 3 € 
le 23 juin de chaque année ? 


2) Calculer la sensibilité S et la convexité C de cet actif financier. En déduire 
une estimation de la variation relative du cours de l’action en bourse si le taux 
de rentabilité exigé par les investisseurs passait soudainement à 6 % par an. 
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EXERCICE 5 [1 point] 


Il y a un an, vous avez vendu à découvert des actions ABC au prix de 100 €. 
L'appel de marge, égal à 60 % du montant de lopération, est rémunéré au 
taux d'intérêt effectif de 5 %. Hier un dividende de 3 € a été versé aux 
actionnaires. Quel est le taux de rentabilité de votre opération financière si 
vous la dénouez aujourd’hui au prix de 115 €. 


EXERCICE 6 [1 point] 


La valeur actuelle d’une somme de 2 400 € payable dans 2n années est égale 
à 600 €. Quelle est la valeur actuelle de cette même somme (2 400 €) 
payable dans 3n années calculée au même taux d'actualisation annuel ? 


EXERCICE 7 [1 point] 


L'entreprise XYZ a confié 6 000€ de factures impayées à une société 
d’affacturage (c.-à.-d. de recouvrement de créances). Deux ans plus tard, elle 
reçoit 5 000 €. Quel taux d’escompte nominal commercial à composition 
mensuelle résume cette opération financière ? 


EXERCICE 8 [1 point] 
Monsieur Dupont a versé 2 000 € sur un compte rémunéré au taux d’inté- 


0,5 


t+1 
compte entre les instants 1 = 3 ett = 8. 


rêt instantané Ô(1) — (0 < 1 < 15). Calculer les intérêts versés sur ce 


EXERCICE 9 [1 point] 


Monsieur Ka se propose d’ouvrir au nom de son fils un compte rémunéré au 
taux nominal d'escompte commercial constant de 6 % par an à composition 
mensuelle. 


Quelle somme Monsieur Ka doit-il déposer en date valeur du 1‘ juillet 2006 
pour que son fils puisse retirer de son compte 1 000 € au début de chacun 
des trimestres à partir du 1% octobre 2006 pendant 6 ans (le dernier retrait 
est donc effectué le 1‘ juillet 2012) ? 


EXERCICE 10 [1 point] 


Monsieur Durand a aujourd’hui 53 ans et a placé 10 000 € sur un compte 
rémunéré au taux effectif de 5 % pendant 7 ans pour disposer d’un complé- 
ment de retraite pendant 10 ans à partir du jour de ses 60 ans. Quelle men- 
sualité recevra-t-il, terme échu, si le taux actuariel utilisé pour la calculer est 
égal à 3 % par an ? 
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EXERCICE 11 [1 point] 


Quelle est la valeur actuelle d’une rente de 20 annuités, terme à échoir, en pro- 
gression géométrique de premier terme 500 € et dont le taux de progression est 
égal à 5 % si le taux actuariel utilisé pour la valoriser est de 10,25 % par an ? 


Sujet 5©@ Paris X, Master économie et Master Gestion, 
juin 2007, durée 1 h 30 


EXERCICE 1 [3 points] 


Une entreprise a déposé 18 millions d’euros pendant 3 ans sur un compte 
rémunéré au taux d'intérêt effectif de 4 % : 4 millions d’euros pendant la 
1"° année, 6 millions pendant la 2° et 8 millions pendant la 3°. 


Quelle est la position du compte à l'issue des 3 ans si ces trois sommes ont 
été déposées : 1) en fin d’année ; 2) en début d’année ; 3) continûment 
avec une densité constante pendant chaque année. 


EXERCICE 2 [2 points] 


Monsieur Dupont se propose d’effectuer un versement de densité 
f(E) = 100 x (5 +r) (en € par an) sur un compte entre les instants  =7 et 
t = 20. 

Quel sera le solde de son compte en 1 = 20, 

a) sil n’est pas rémunéré ? 


: 7 ; 1 
b) s’il est rémunéré au taux d'intérêt instantané : ô(t) = = (0 < 1 < 20) ? 


EXERCICE 3 [3 points] 


Mademoiselle Durand a contracté aujourd’hui un emprunt au taux d'intérêt 
effectif de 6 % à rembourser pendant 15 ans de la façon suivante : 5 000 € 
dans 1 an, 4 800 € dans 2 ans, 4 600 € dans 3 ans, 2 200 € dans 15 ans; 
les versements diminuent de 200 € chaque année. 


On donne : a136% = 9,712249 et (la)196 % = 67,266800 
1) Quel est le montant D, du capital emprunté ? 


2) Quels sont les intérêts 12 versés et le capital M2 remboursé lors de la 2° 
annuité de 4 800 € ? 


3) Quels sont les intérêts /14 versés et le capital M14 remboursé lors de la 14° 
annuité de 2 400 € ? 


EXERCICE 4 [3 points] 


On considère deux obligations classiques du Trésor de taux facial 6 , toutes 
deux remboursées au pair (1 €) : la première (A) dans 1 an et la seconde (B) 
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dans 2 ans. Les taux de rentabilité actuariels de ces deux obligations s’établis- 
sent respectivement à 3,5 % par an pour À et à 4 % par an pour B. 


1) Calculer les cours de ces obligations en pourcentage du nominal. 
2) Quel est le taux d’intérêt spot i2 à 2 ans compatible avec ces données ? 


3) Quel est le taux d'intérêt 15, dans un an pour un an compatible avec ces 
données ? 


EXERCICE 5 [4 points] 


Une compagnie d’assurances a contracté les 4 engagements suivants : 

— 3 millions d'euros à payer dans 3 ans ; 

— 5 millions d'euros à payer dans 5 ans ; 

— 9 millions d'euros à payer dans 9 ans ; 

— 11 millions d'euros à payer dans 11 ans. 

Pour honorer ces quatre engagements (E), la compagnie se propose d’acqué- 

rir deux actifs (A) : une rente constante immédiate de 5 annuités d’un mil- 

lion d’euros et une obligation à coupon zéro de valeur nominale R et de 

maturité T (pas nécessairement entière). 

1) Calculer la valeur nominale R et la maturité T de l’obligation à acheter 

pour satisfaire aux 4 engagements en retenant un taux actuariel z = 8 % par 

an et pour que la sensibilité des engagements soit égale à celle des actifs à ce 

taux. Le portefeuille constitué par l’ensemble des dettes et des deux actifs est- 

il immunisé contre une petite variation du taux actuariel ? 

Pour répondre à cette question, on pourra utiliser les résultats numériques 

suivants. Au taux de rentabilité actuariel z = 8 % par an : 

— la valeur actuelle et la sensibilité de l’ensemble des 4 engagements (E) 
valent respectivement : Ve = 15,0044 millions d’euros et Sx = 7,1938 ; 

— la convexité des deux actifs (A) et des 4 engagements (E) valent respective- 
ment : Ca = 66,4 et CE = 66,2 ; 

Gus 280077 ee 2 TAG. 

2) Quelles sont respectivement les valeurs actuelles des deux actifs (V,) et des 

4 engagements (V,) si le taux actuariel constant passe à 3 % par an ? Le por- 

tefeuille est-il immunisé contre le risque de taux pour une si forte variation ? 


Sujet 6©@ Paris X, Master économie et Master Gestion, 
septembre 2008, durée 2 heures 


Monsieur Martin a acheté des actions XYZ au prix de 76,90 € ; 1/2 année 
plus tard, il les a revendues au prix de 80 €, juste après avoir reçu un divi- 
dende de 0,40 € par action (net de frais et de taxes). 
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1) Si l'État prélève 30 % des plus-values en capital (différence entre le prix de 
revente et d'achat si elle est positive, 0 sinon) le jour même de la revente, cal- 
culer le taux actuariel de rentabilité du placement de Monsieur Martin (avant 
imposition des dividendes, i.e. des revenus). 

2) Sachant que l'inflation a été de 8 % par an pendant la période, quel a été 
le taux réel de rentabilité du placement de Monsieur Martin si l’État n’impose 
pas les dividendes ? 


Monsieur Dupond souhaite acheter à crédit un nouveau micro-ordinateur 


qui vaut 456 €. 

Calculer les TEG relatifs aux deux propositions suivantes : 

— Proposition I : 24 mensualités de 20,00 € à payer terme échu. 

— Proposition II : 24 mensualités de 20,50 € à payer terme à échoir. 


L'action XYZ cote 90 € le 1 septembre 2008. Un dividende de 5 € par 
action sera encaissé les 1% mars et 1% septembre 2009 (i.e. respectivement 
dans 1/2 année et dans un an). 

Si les taux spots à 6 mois et à 1 an sont respectivement égaux à 5 % par an et 
6 % par an, quel est Le prix forward de cette action pour le 1% septembre 


2009 en supposant l'AOA ? 


On suppose que les taux d'intérêt à terme de l’argent sans risque, dans un 
an pour un an, dans deux ans pour un an et dans deux ans pour deux ans sont 
respectivement égaux à : 1é1 = 4,25 %, oi = 4,5 % et 2i2 = 5 Y par an. 

1) Sachant que le taux d'intérêt effectif discret des bons du Trésor de matu- 

rité un an est égal à i1 = où = 4 % par an, calculer : 351, ir, i3 et i4 en sup- 

posant l’AOA sur le marché de l’argent sans risque. Caractériser la forme de 
la courbe des taux. 

2) a) Quel est le prix d’émission (en pourcentage du nominal) d’une obliga- 
tion classique du Trésor (à coupon annuel), de maturité 4 ans, rembour- 
sée au pair (1 €) et dont le taux facial est égal à 3 %. 

b) Calculer le taux actuariel z de cette obligation. Pourquoi, compte tenu 

de la forme de la courbe des taux (cf question 1), devait-on s'attendre à ce 

que ce taux actuariel soit inférieur à i4 ? 


Partie 1 : On effectue des versements de densité égale à 
f(@) = 1000 x e002 (en € par an) entre les instants r —0 et t —4 (en 
années) sur un compte À non rémunéré. 
1) Quelle est le solde du compte À en 1 = 4? 


Partie 2 : Le taux d’intérêt instantané (1) servi sur un compte B est défini 
de la façon suivante : 


— (1) = 0,06 pour 0 <t <4; 
— 0(t) =0,10 —0,01 xt pour4<t<7; 
— (1) = 0,01 x1-0,04 pour 7 <t. 
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2) Quelle est la valeur équivalente en r — 5 d’un encaissement de 10 000 € 
à recevoir en { = 10 ? Quel taux d’escompte nominal rationnel 12 à compo- 
sition mensuelle doit-on appliquer à cet encaissement de 10 000 € prévu en 
t = 10 pour obtenir la valeur calculé précédemment en 1 = 5 ? 


3) Entre les instants { = 0 et ft = 4, on effectue des versements de densité 
f(@) = 1000 x e0:02 (en euros par an) sur le compte B rémunéré. 


Quel est le solde de ce compte en 1 = 12 ? 


Mademoiselle Martin a effectué 4 versements dans un FCP : 12 500 € le 
1/01/2005, 6 600 € le 1/07/05, 7 000 € le 1/01/2006 et 8 000 € le 
1/01/2007. Les taux de croissance des sommes gérés par ce FCP ont été les 
suivants : +5 % pendant le premier semestre 2005, +6 % pendant le 
deuxième semestre 2005, +6,5 % pendant l’année 2006 et +3 % pendant 
l’année 2007. 


1) Quel est la performance annuelle moyenne annoncée par les gestionnaires 


du fonds sur la période des 3 ans (TWRR) ? 
2) Quel est le solde du compte de Mademoiselle Martin le 1/1/2008 ? 


Quel est le taux de rentabilité actuariel obtenu par Mademoiselle Martin sur 
la période totale des 3 ans (MWRR) pour ses dépôts ? (on comptera chaque 
semestre pour 1/2 année) 


3) Pourquoi ce taux de rentabilité actuariel obtenu par Mademoiselle Martin 
est-il inférieur à la performance annuelle moyenne (TWRR, calculée à la 
question 1) annoncée par les gestionnaires du fonds ? 


On trouvera une table de la fonction intégrale de la loi de Laplace-Gauss 
dans l'annexe 1. 


Monsieur Ka a investi à l'instant 0 une somme de 200 000 € dans un FCP. 

On suppose que les taux de rentabilité trimestriels successifs pendant les 10 

prochaines années R;(f = 1,2, .., 40) sont des v.a. IID, d’espérance 1,5 % 

[E(R,) = 0,015] et d’écart-type 2 % [V(R;) = (0,02)%? par trimestre)]. 

On note y = Elln(1 + R;)] et o° = VI[In(1 + R;)], les valeurs communes de 

l'espérance et de l’écart-type des taux de croissance géométriques trimestriels 
40 

tF= EC + R;), la valeur acquise d’un euro placé à linstant 0, pendant 
= 

10 ans dans ce fonds. 

1) Par quelle loi peut-on approximer la distribution de F ? Déterminer 

l'espérance et la variance du taux de croissance géométrique In F d’un euro 

placé pendant 10 ans dans ce fonds en fonction de y et de ©. 


2) On suppose dorénavant que les 40 v.a. taux de croissance trimestriels géo- 


métriques In(1 + R;) suivent indépendamment une même loi normale d’es- 
pérance y et d’écart-type . 


Lo 
On rappelle que si 1+ X + LN(u; 02), on a: E(1+ XY = e“"* 27 2. 
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a) Estimer les paramètres y et o. 


b) Calculer l’espérance de la valeur des parts de Monsieur Ka à l'issue de la 
période de 10 ans. 


3) Calculer la probabilité pour que cette valeur acquise à l’issue des 10 ans 
soit supérieure à 290 000 €. 


Un fonds de pension s’est engagé à payer 100 000 000 € l’année pro- 
chaine, 105 000 000 € dans deux ans, 110 250 000 € dans 3 ans et ainsi de 
suite pendant 60 ans : ces engagements forment une progression géométrique 
(PG) dont le taux de progression est égal à 5 %. 


On donne : 4203 % — 14,8775 ; (la)293 % —= 141,6761. 


1) Quelle est la valeur actuelle de l’ensemble des engagements évalués au taux 
actuariel z = 3 % par an. 


2) Ce fonds détient par ailleurs des obligations classiques du Trésor de matu- 
rité 20 ans (coupon annuel, remboursement au pair), de taux facial 4 %, qui 
couvrent exactement les engagements (i.e. dont la valeur de marché est égale 
à la valeur actuelle des engagements calculée à la question 1). 


a) Calculer la valeur nominale N (remboursée dans 20 ans) de l’ensemble de 
ces obligations. 


b) Quelle est la sensibilité de ces actifs au taux de rentabilité actuariel au voi- 
sinage de z = 3 % par an ? 

3) Sachant que la duration des engagements qui font l’objet de la 1° ques- 
tion est égale à 36,1 années, estimer les variations en pourcentage de la valeur 
actuelle des engagements et de celle des actifs qui font l’objet de la question 
2 si le taux actuariel diminue de 0,15 % par an. 


Sujet 7@ Paris X, Master Économie et Master Gestion, 
avril 2008, durée 1 h 45 


Les taux d'intérêt spots (discrets) à un an et à deux ans sont respective- 
ment égaux à 6 % et 7 % par an. Une obligation classique du Trésor de matu- 
rité 3 ans et de taux facial 8 %, émise et remboursée au pair, cote 97,469 %. 
Le taux d’intérêt forward (251) dans 2 ans pour un an vaut: 


O a) 7,7 % O b) 9,7 % © o) 11,7 % O d) 13,7 % 
© e) 15,7 % 


Le 1% avril 1999, Pierre a emprunté 1 000 € à Jeanne et s’est engagé à 
rembourser son emprunt en deux versements : un premier égal à 1 000 € le 
1% avril 2005 et un deuxième de 1 366,87 € à payer le 1% avril 2011. Le 
contrat prévoyait la possibilité pour Pierre de rembourser par anticipation sa 
dette (sans pénalité) au taux effectif de l'emprunt. Pierre à souhaité utiliser 
cette option le 1% avril 2008 ; il a donc versé à Jeanne une somme égale à : 
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O a) 1 020 € Ob)1027€ Oc1048€ Od)1073€ 
© e) 11 094€ 

Mégane a effectué un seul dépôt À à l'instant s = 0 sur un compte rému- 
néré au taux d'intérêt instantané 6(1) = 0,01 x 1? (0 < 1 < 3). Sachant qu'à 
l'instant { = 3, le solde de son compte s’établissait à B — 500 €, le dépôt ini- 
tial est égal à : 
O a) 433 € O b) 457 € O c) 472€ © d) 547 € 
© e) 603 € 

Jo a emprunté 5 000 €, au taux d'intérêt nominal de 8 % par an à com- 


position semestrielle, remboursables par 16 semestrialités constantes payées 
terme échu. Cette semestrialité constante est égale à : 


© a) 274,35 € Ob)455,63€ Oc)331,66€ © d) 564,88 € 
© e) 429,10 € 

Jérémie à converti un capital de 40 000 € en rente perpétuelle annuelle 
payable terme à échoir. La première annuité (payée à l’origine) est égale à 
100 €, la seconde un an plus tard à 200 €, la troisième un an plus tard à 


300 € etc. (les annuités forment donc en progression arithmétique de raison 
100 €). Le taux actuariel de cette rente est égal à : 


1 1 1 1 
1 
DES 


Diane a placé 5 000 € dans un OPCVM le 1° janvier 2003. 


Elle a retiré 2 000 € de son compte le 1‘ janvier 2005 juste après avoir 
demandé le solde qui ne s'élevait plus qu’à 3 000 €. Sachant que la perfor- 
mance des placements du gérant a été de 8 % par an entre le 1° janvier 2003 
et le 1° janvier 2008, le solde du compte de Diane au 1/1/2008 est égal à : 


O a) 1 800,00 € © b) 2 448,88 € © 0) 4 253,89 € © d) 4 407,98 € 
O e) 4 827,22 € 

Bernard a placé 1 000 € dans un FCP au début de l’année 2007. II dis- 
posait de 1 100 € le 1‘ avril et a déposé ce même jour 3 000 € supplémen- 
taires. Le 1% octobre, le solde de son compte étant de 4 100 €, il a retiré 
600 €. Sachant que le solde de son compte est de 3 500 € au 1° Janvier 
2008, la performance du gérant du fonds pour l’année 2007 (en % par an) 
s'élève à : 
Oa) 6% Ob)7 % 008% O dd9% 
© €) 10 % 
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Bernard a placé 1 000 € dans un FCP au début de l’année 2007. Il dis- 
posait de 1 100 € le 1‘ avril et a déposé ce même jour 3 000 € supplémen- 
taires. Le 1‘ octobre, le solde de son compte étant de 4 100 €, il a retiré 
600 €. Sachant que le solde de son compte est de 3 500 € Le 1‘ janvier 2008, 
le taux de rentabilité actuariel (en % par an) de ses investissements est égal à : 


O a) 3,23 % O b) 5,23 % Ce) 723% O d) 8,23 % 
© e) 11,23 % 


Un emprunt souscrit au taux effectif de 7 % est remboursé par 15 annui- 
tés constantes de 800 € et un versement unique de 2 000 € à la fin de la 
16° année. Les intérêts payés dans la 3° annuité sont donc égaux à : 


© a) 503 € O b) 519 € O 0) 522€ O d) 544 € 
© e) 537 € 


Ernestine à emprunté à Adrien une capital À, au taux d'intérêt effectif 
de 7 %, remboursable par 30 annuités constantes, terme échu qu’elle vire en 
fin d’année sur un compte d’Adrien rémunéré au taux d’intérêt effectif 
i=6%. 

Sachant qu'Adrien dispose sur ce compte de 484 200 € juste après le dernier 
virement, la somme À prêtée à Ernestine s'élève à : 

© a) 72 000 € Ob)73000€ Oc)74000€ © d) 75 000 € 
© e) 76 000 € 


Monsieur Martin a contracté un emprunt de 100 000 € qu'il doit rem- 

bourser dans 10 ans en ne payant mensuellement, terme échu, que les inté- 
rêts (autrement dit, sans amortir le capital) calculés au taux nominal de 6 % 
par an à composition mensuelle. 
Il dépose par ailleurs une mensualité constante a, terme échu, sur un compte 
rémunéré (fonds d'amortissement) au taux nominal de 4 % à composition 
mensuelle de façon à disposer du capital de 100 000 € dans dix ans. Son 
contrat prévoit qu'il peut rembourser sa dette par anticipation sans pénalité. 
Quelle somme doit-il ajouter à la valeur acquise sur son compte pour rem- 
bourser sa dette juste après avoir payé la 24° mensualité ? 


© a) 81 021 € Ob)81825€ Oc)82423€ O© d) 82 621 € 
© e) 83 061 € 
Une obligation classique de taux facial 10 % est remboursable au pair 


dans n années. Elle cote 86,2 % de sa valeur nominale. Sachant que 
v' = 0,308 [v = 1+(1 + z)], son taux de rentabilité actuariel z est égal à : 


O a) < 10% O b) 10% < z < 11% 
Od11%<z<12% O d)12%<z<13% 
Oda>13% 
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Une obligation à fenêtres, dont le taux facial est de 6 % et les coupons 
semestriel, est remboursable au pair (1 000 €) dans 10 ans ou par anticipa- 
tion au gré de l’émetteur à la fin des années 7, 8 et 9 à un prix égal à 102,5 % 
de sa valeur nominale (donc en même temps que le 14°, 16° ou 18° coupon 
semestriel égal à 30 €). 


Quel prix maximum Monsieur Martin acceptera-t-il de la payer sil peut 
trouver sur le marché obligataire des obligations de même risque dont le taux 
de rentabilité actuariel est égal à 5,0625 % par an ? 
O a) 1 076€ Ob)1078€ Oc1080€ Od)1082€ 
© €) 1 087 € 

La société XYZ se propose d'émettre au pair une obligation classique 
(coupon annuel, remboursement au pair). En multipliant par 2 son taux 
facial, un actuaire a trouvé qu'elle devrait être émise à 120 % de sa valeur 
nominale. À quel prix devrait-elle être émise (en pourcentage du nominal) si 
son taux facial est divisé par 2 ? 


O a) 80 % O b) 82,5 % O ©) 90% © d) 92,5 % 
Oe) 95% 


La duration d’une rente immédiate perpétuelle dont Le taux actuariel est 
égal à 10 % par an vaut : 


© a) 7 O b)9 Ool1l © dj) 19 
© e) 27 


Énoncé des QCM 23, 24 et 25 


Une compagnie d’assurances souhaite investir dans deux obligations clas- 
siques, toutes deux de valeur nominale 1 000 €, à coupons semestriels et 
remboursées au pair pour faire face à deux de ses engagements : 1 million 
d’euros dans 6 mois et à nouveau 1 million d’euros dans 1 an. L'obligation I, 
de taux facial 8 % et de taux de rentabilité actuariel 6,09 % par an, est rem- 
boursable dans 6 mois, l'obligation II, de taux facial 5 % et de taux de renta- 
bilité actuariel 7,1225 % par an est remboursable dans 1 an. 


Combien d’obligations respectivement de type I et II doit acheter cette 
compagnie ? 
© a) 1 000 et 1 000 O b) 938 et 1 000 
© c) 976 et 943 © d) 938 et 976 
© e) 983 et 976 
Quelle somme doit-elle investir aujourd’hui au total ? 
© a) 1 884 000 € © b) 1 904 000 € 
© c) 1 924 000 € © d) 1 944 000 € 
© e) 1 964 000 € 
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Quel est le taux de rentabilité actuariel (en % par an) de l’ensemble des 
deux investissements réalisés par la compagnie ? 


O a) 6,18 % © b) 6,38 % © 0) 6,58 % © d) 6,78 % 
© e) 6,98 % 


Sujet 8@ Paris VII et Paris X, Master ISIFAR Ingénierie 
statistique et Informatique de la Finance, de l'Assurance et 
du risque, janvier 2009, durée 3 heures 


Dans le jargon bancaire « dix points de base » valent : 
Ga) 10e © b) 0,10 O 0) 0,10 € © d) 0,01 % 
© e) 0,001 


Après avoir remis à l’escompte, à sa banque, un effet de commerce dont 
la valeur nominale est de 4 000 € et l'échéance un an, le compte de l’entre- 
prise XYZ a été crédité de 3 200 €. Le taux de rémunération précompté de 
la banque est donc égal à : 
© a) 0,20 O b) 25,00 % © c) 0,020 O d) 0,0025 
© €) 2,50 % 

Depuis le jour de ses 20 ans, Monsieur Martin dépose 1 000 € à chacun 
de ses anniversaires, sur un compte rémunéré au taux effectif de 5 %. 
Aujourd’hui, il a 49 ans et vient d’effectuer un 30° versement. Avec la somme 
déjà acquise, quel serait le montant a d’une rente perpétuelle constante qu'il 
pourrait toucher lui et ses héritiers à partir du jour de ses 60 ans ? 


© a) 4 411,08 € © b) 5 411,09 € O c) 6 411,10 € O d)7 411,11 € 
Oe) 8 411,12 € 

Monsieur Jones a acheté 9 800 $ un bon du Trésor américain (T-Bill) de 
valeur nominale 10 000 $, remboursable dans 13 semaines. 


Le taux d’intérêt nominal, annualisé en convention NJE/365, servi par ce 
titre financier vaut donc : 


© a) 2,00 % O b) 2,04 % © oc) 8,07 % © d) 8,16 % 
© €) 8,19 % 
Le taux d’escompte commercial appliqué aux sommes déposées sur un 


compte rémunéré est de 3 % par an la première année puis de 4 % par an la 
deuxième année. 


Le taux de rémunération post compté d’une somme de 10 000 € déposée sur 
ce compte pendant ces deux années vaut donc : 


O a) 7,000 % Ob)7,120% Oc)7242% © d)7,342% 
© €) 7,388 % 
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Le taux d’escompte commercial appliqué aux sommes déposées sur un 
compte rémunéré est de 3 % la première année, de 4 % la deuxième année 
puis de 5 % la troisième année. 

Le taux d’intérêt effectif constant équivalent servi par ce compte pendant les 
3 années est donc égal à : 
© a) 3,830 % O b) 3,9996%  Oc)4,170% © d) 4,340 % 
© e) 4,510 % 
d® 

Si d® et d® sont équivalents et vérifient 1 — 0,99, le taux d'intérêt 
effectif équivalent à ces deux taux vaut : 
© a) 7,417 % Ob)8,417% Oc)9,417% © d) 10,417 % 
© €) 11,417 % 


Le taux d'intérêt effectif équivalent à un taux d'intérêt nominal de 8 % 
par an à composition semestrielle vaut : 


© a) 7,819 % © b) 7,844 % © €) 7,922 % © d) 8,000 % 
© €) 8,160 % 


Énoncé sur une base annuelle, le taux d’escompte commercial à composi- 
tion mensuelle équivalent à un taux d’intérêt nominal de 8 % par an à com- 
position semestrielle vaut : 


© a) 7,819 % Ob)7,844%  Oc)7,922% © d) 8,000 % 
© e) 8,160 % 


A 


Le taux d'intérêt instantané constant équivalent à un taux d'intérêt 
nominal de 8 % par an à composition semestrielle vaut (en % par an) : 
© a) 7,819 % Ob)7,844% Oc7,922% © d) 8,000 % 
© €) 8,160 % 


Évaluée à un taux actuariel constant, une rente perpétuelle de 1 000 € 
payable semestriellement terme à échoir a pour valeur actuelle 20 000 €. 
Quelle est le montant a de la rente bisannuelle perpétuelle équivalente 
payable terme à échoir ? 


© a) 3 510 € © b) 3 610 € Oo3710 € © d) 3 810 € 
© €) 3910 € 

10 000 € sont investis dans un FCP Si les 12 taux de rentabilité effec- 
tifs discrets annuels successifs sont des v.a. indépendantes d’espérance 6 % 


par an et de variance (1 %)? par an, l’écart-type du solde de l'investisseur 
après 12 ans vaut : 


O a) 432,60 € Ob)657,75€ © 0) 495,50€ © d) 1 286,60 € 
© e) 43,26 € 
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Une somme de 100 € est rémunérée sur un compte pendant une pre- 
mière année en composant trimestriellement les intérêts au taux d'intérêt 
nominal de 5,5 % par an puis pendant une seconde année en composant tri- 
mestriellement les intérêts au taux d’escompte commercial nominal de 5,5 % 
par an. 


À l'issue des deux années, le solde du compte est égal à : 
© a) 100,00 € Ob)111,54€ Oc)111,59€ Od)111,63€ 
© e) 111,71 € 


Les sommes déposées sur le compte I sont rémunérées à intérêts simples 
au taux de 6 % par an. Les sommes déposées sur le compte IT sont rémuné- 
rées au taux d’escompte commercial effectif de 6 %. Le taux d’intérêt effectif 
continu servi sur le compte III est égal à 6 %. Les sommes déposées sur le 
compte IV sont rémunérées au taux d’escompte commercial nominal de 6 % 
par an à composition mensuelle. Les sommes déposées sur le compte V sont 
rémunérées à intérêts composés trimestriellement au taux nominal de 6 % 
par an. 


Pour maximiser le solde de son compte à la fin d’une période de deux ans, un 
investisseur doit placer ses économies sur le compte : 


Caki Ob)Il OdlII O d)Iv 
© €) V 
L'une des 5 formules suivantes est fausse ; laquelle ? 
© a) i) = m | - dm © b) dt") = m [1 _( - dr | 
© ©) ô = In(1 — d) O ddv=1-d 


© €) = In(1 +i) 


Les n premières annuités d’une rente immédiate composée de 2n termes 
forment une progression arithmétique croissante de premier terme 1 et de 
raison 1 ; les ñ suivants sont décroissants et forment une progression arith- 
métique de premier terme n (versé à la date n + 1) et de raison —1 (le dernier 
terme 1 est donc versé à la date 2n). L'une des expressions suivantes donne la 
valeur actuelle de cette rente, laquelle ? 


1  v" 1  v” 
O a) an +) © b) AC) 
1  v’ 1  v” 
Oo AC 7) O d) a + 2) 
1  v” 
O e) a (= ne 4) 


Madame Dupond à effectué deux versements de 5 000 € sur un compte 


rémunéré à intérêts composés au taux effectif de 12 % : le premier en t = 0 
et Le second en r — 1/2. Le solde de son compte à instant r = 1 est égal à : 
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O a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € 
© c) 10 918,00 € © d) 10 932,04 € 
© e) 10 946,67 € 


Monsieur Martin a déposé, à l'instant 0, À euros sur un compte rému- 
néré au taux effectif de 7 %. Mademoiselle Durand a déposé, à l'instant 3, 
1 000 euros sur un compte rémunéré à intérêts simples (à taux constant). 
Sachant que le taux d’intérêt instantané à la date 5 est le même sur les deux 
comptes, quelle est la valeur acquise par le dépôt de Mademoiselle Durand à 
cette date ? 


Oa1111€ Ob)1133€ Oodl1156€ Od)1199€ 
O e) 1 204€ 


Mademoiselle Durand a effectué deux versements de 5 000 € sur un 
compte rémunéré à intérêts composés trimestriellement au taux nominal de 
12 % par an : le premier en f = 0 et le second en 1 = 1/2. Le solde de son 
compte à instant r = 1 est égal à : 
© a) 10 891,50 € © b) 10 900,00 € 
© oc) 10 918,00 € © d) 10 932,04 € 
© e) 10 946,67 € 


Mademoiselle Simon a effectué deux versements de 5 000 € sur un 
compte rémunéré au taux d'intérêt continu constant 0(f) = 12 % par an 
(t > 0): le premier en r = 0 et le second en f = 1/2. Le solde de son compte 
à l'instant 1 = 1 est égal à : 
© a) 10 891,50 € Ob) 10 900,00 € 
© oc) 10 918,00 € Od) 10 932,04 € 
© e) 10 946,67 € 


Une mutuelle paie les frais médicaux d’un assuré qui doit passer chaque 
année 5 jours à l'hôpital pendant encore 20 ans. Ces frais, réglés aujourd’hui, 
se sont élevés à 5 000 €. Si Le prix de la journée d’hospitalisation augmente 
chaque année de 7 %, la valeur actuelle, au taux actuariel de 5 % par an, des 
20 versements restants à payer est égale à : 


© a) 87 932 € © b) 102 514€ O c) 114611 € © d) 122 634 € 
© €) 132 820 € 

La sensibilité au taux de rentabilité actuariel d’une obligation à coupon 
zéro de maturité 5 ans qui cote 78,363 % vaut : 
Oa) 4,762 Ob)4,764 Ooc)4,766 © d) 4,768 O e) 4,770 

La convexité au taux de rentabilité actuariel d’une obligation à coupon 
zéro de maturité 5 ans qui cote 78,363 % vaut : 


Oa)17,21 Ob)20,21 Oc)23,21 Od)2421 Oe) 27,21 
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Si une somme de 1 000 € a été placée à l'instant 0 sur un compte rému- 


: y ee 1 N 2 7 Ne 
néré au taux instantané Ô(f) — ER elle doublera après une durée égale à : 
© a) 10,0 ans O b) 15,0 ans Oc)28,0 ans © d) 30,0 ans 
© e) 40,0 ans 


On considère les trois formules suivantes : 
I: [' x u(t) x dt IT: [' x ed td x dt IIT: [' x e7 Jo éudu x dt 
0 0 0 
dans lesquelles 6(r) et v(r) désignent respectivement le taux d’intérêt continu 
à l'instant r servi sur un compte rémunéré et le facteur d’escompte corres- 
pondant entre les instants r et 0. 
Pour calculer la valeur actuelle d’une annuité continue de densité f(#) =1# 
déposée sur ce compte entre les instants 0 et 5, on peut utiliser : 
© a) la formule I, mais ni la II ni la III 
© b) la formule IT, mais ni la I ni la III 
© o) la formule III, mais ni la I ni la II 
© d) indifféremment les formules I ou II, mais pas la II 


© e) indifféremment les formules I ou II, mais pas la III 


Edgar a revendu aujourd’hui au prix de 1 025 € ses obligations XYZ 
classiques de valeur faciale 1 000 € et dont le taux facial est égal à 8 %, ache- 
tées au prix de 1 010 € un an auparavant. Par ailleurs pendant cette période, 
il n'a encaissé qu’un seul coupon (soit 80 € par obligation). Le taux de plus- 
value de son investissement est donc égal à : 


O a) 1,46 % © b) 1,49 % © co) 1,50 % © d) 6,00 % 
© e) 8,00 % 


Le taux dans un an pour deux ans compatible avec les taux spots sui- 
vants : i = 7 %, i2 = 6 Yet i3 = 5,5 % par an (i, désigne le taux spot pour 
une maturité de { années) vaut : 
© a) 4,76 % O b) 4,96 % © 0) 5,75 % © d) 5,57 % 
© e) 6,17 % 


Pour financer l’achat de sa voiture, Jérémie a emprunté 15 000 € 
aujourd’hui 26 janvier 2009 qu'il doit rembourser par 60 mensualités 
constantes. Il doit payer la première le 26 février 2009 et la dernière le 26 jan- 
vier 2014. Sachant que son banquier lui annonce que le TEG de son emprunt 
est égal à 8 % par an, ses mensualités sont toutes égales à : 


O a) 288,88 € O b) 300,21€ Ooc)302,15€ © d) 304,15 € 
O e) 324,23 € 
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Monsieur Martin a emprunté un capital de 10 000 € à sa banque, rem- 
boursables dans deux ans, au taux effectif de 4 %. Cette dernière impose une 
« ADI » (Assurance Décès-Invalidité) à payer terme échu (i.e. dans 2 ans) qui 
coûte 0,3 % du capital prêté, et compte 40 € de frais d'ouverture de dossier 
(i.e. M. Martin n’a donc été crédité que de 9 960 €). 

Conformément à la législation actuellement en vigueur en France, cette 
banque doit faire figurer sur le contrat remis à son client un TEG égal à : 

© a) 4,000 % Ob)4,144% Oo4300% © d) 4,353 % 

© e) 4,380 % 


Une obligation classique de valeur nominale égale à 1 000 € cote 945 € 
aujourd’hui, jour anniversaire de distribution des coupons. Elle sera rem- 
boursée au pair (i.e. 1 000 €) dans deux ans. Son taux facial est de 7 %. Son 
taux de rentabilité actuariel (en % par an) est égal à : 
© a) 4,677 % Ob)2,977% Oc)7,077% © d) 10,177 % 
© e) 13,677 % 

On trouvera en annexe une table de la fonction intégrale de la loi de 
Laplace-Gauss. 

Si le facteur de croissance F du cours de l’action XYZ pendant l’année est une 
v.a. log-normale d’espérance 6 % par an et de variance (1 %)? par an, la pro- 
babilité pour que le cours de l’action augmente de moins de 5 % vaut envi- 
ron : 

O a) 89 % © b) 87 % Oo 54% O d) 15% 

© €) 13 % 

On dispose des données suivantes concernant 2 emprunts obligataires 

classiques du Trésor, remboursés au pair dans 5 ans: 

— l'obligation I de taux facial 4 % cote 96 % ; 

— l'obligation II de taux facial 5 % cote 99 %. 

En supposant l'AOA du marché, on en déduit que le taux spot is (à 5 ans) 
énoncé sur une base annuelle vaut : 

© a) 3,529 % Ob)3,539% Oc)3,549% © d) 3,559 % 

© e) 3,659 % 


Entre les instants 1 — 0 et 1 = 6, Monsieur Ka a déposé successivement 
deux sommes sur un compte rémunéré au taux d'intérêt instantané 
ô(t) = 0,01 x r? : une première égale à 1 000 € à l'instant { — 0, puis une 
seconde V à l'instant { = 3. 

Sachant que les intérêts acquis sur ce compte entre les instants r = 3 ett =6 
sont précisément égaux à V, cette somme V vaut : 


Oa)384593€  O b) 4 845,93 € © o) 5 846,93 € O d) 6 846,93 € 
© e) 7 845,93 € 
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Le gestionnaire d’un FCP a commencé l’année 2008 avec un portefeuille 
estimé à 200 millions d'euros complètement investi en actions et obligations. 
Des investisseurs ont placé 50 millions supplémentaires au début du 2° tri- 
mestre après avoir appris que la valeur du fonds avait augmenté de 5 % à la fin 
du 1‘ trimestre. Au début de l’année 2009, l'estimation des valeurs du porte- 
feuille de titres était de 300 millions à laquelle il faut encore ajouter 6 millions 
de dividendes et de coupons en compte courant non encore investis. 


En 2008, le taux de rentabilité obtenu par le gestionnaire de ce fonds a été à 
peu près égal à : 

© a) 24% O b) 20 % © c) 26 % O d) 28 % 

© €) 18 % 


Le 26 janvier 2008, Déborah a investi 50 000 € pour acheter des actions 
XYZ ; ces dernières ne distribuent aucun dividende. Le 26 juillet 2008 (soit 
1/2 année après), son portefeuille valant 52 500 €, elle en a vendu pour 
5 000 €. 
Aujourd’hui 26 janvier 2009, son portefeuille vaut encore 50 000 €. 
Entre le 26 janvier 2008 et le 26 janvier 2009, le taux actuariel de rentabilité 
de ses investissements en action XYZ est égal a : 
© a) 0,000 % O b) 5,125%  Oc)10,512% © d) 10,526 % 
© e) 11,536 % 


Le 26 janvier 2008, Déborah a investi 50 000 € pour acheter des actions 
XYZ ; ces dernières ne distribuent aucun dividende. Le 26 juillet 2008 (soit 
1/2 année après), son portefeuille valant 52 500 €, elle en a vendu pour 
5 000 €. Aujourd’hui 26 janvier 2009, son portefeuille vaut encore 
50 000 €. Entre le 26 janvier 2008 et le 26 janvier 2009, l’action XYZ a aug- 
menté de : 


O a) 0,000 % Ob)5,125% Oc)10,512% © d) 10,526 % 
© e) 11,536 % 


Mademoiselle Durand a investi successivement 120 000 €, 30 000 € 
puis 20 000 € les 26 janvier 2006, 2007 et 2008 dans un FCP. Elle dispose 
aujourd’hui 26 janvier 2009 de 200 000 € sur son compte. Juste avant de 
déposer 30 000 € le 26 janvier 2007, la position de son compte était de 
110 000 € et juste avant de déposer 20 000 € le 26 janvier 2008, la position 
de son compte était de 160 000 €. 


Entre le 26 janvier 2006 et le 26 janvier 2009, le taux actuariel de rentabilité 
des investissements de Mademoiselle Durand dans ce FCP énoncé sur une 
base annuelle, vaut : 

© a) 4,56 % © b) 5,19 % © co) 6,44 % © d) 6,58 % 

© €) 18,56 % 
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Mademoiselle Durand a investi successivement 120 000 €, 30 000 € 
puis 20 000 € les 26 janvier 2006, 2007 et 2008 dans un FCP Elle dispose 
aujourd’hui 26 janvier 2009 de 200 000 € sur son compte. Juste avant de 
déposer 30 000 € le 26 janvier 2007, la position de son compte était de 
110 000 € et juste avant de déposer 20 000 € le 26 janvier 2008, le solde de 
son compte était de 160 000 €. 


Le taux de croissance annuel moyen des sommes confiées au gestionnaire du 
FCP pendant la période allant du 26 janvier 2006 au 26 janvier 2009 s’éta- 
blit donc à : 


© a) 4,56 % © b) 5,19 % © 0) 6,44 % © d) 6,58 % 
© e) 18,56 % 


Sur l'intervalle de temps [0, 10], Monsieur Dupond effectue continû- 


ment des versements de densité f(f) = b x (8+1#) à l'instant f, sur un 
1 


8+1 

Sachant que le solde du compte à l'instant r = 10 est égal à 18 000 €, la 
constante b vaut : 

© a) 100 Ob)111 © €) 116 © d) 121 

© e) 126 


Les versements annuels terme échu d’une rente perpétuelle sont les sui- 
vants : 


compte rémunéré au taux instantané Ô(t) = 


— 1 000 € la première année puis tous les trois ans ensuite (i.e. à la fin des 
années 1, 4, 7...). 


— 2 000 € la deuxième année puis tous les trois ans ensuite (.e. à la fin des 
années 2, 5, 8...). 


— 3 000 € la troisième année puis tous les trois ans ensuite (i.e. à la fin des 
années 3, 6, 9...). 


Si le taux actuariel de rentabilité est de 4,04 % par an, la valeur actuelle de 
cette rente est égale à : 


O a) 48 852 € Ob)49952€ Oc)50052€ O d)51052€ 
© e) 52 052€ 


egrale 


de la loi normale 


Probabilité de trouver une valeur inférieure à u : 


u 1 x2 
I(u) | 2° 24 


Lo 27 


u 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 |u 


0,0 | 0,50000 | 0,50399 | 0,50798 | 0,51197 | 0,51595 | 0,51994 | 0,52392 | 0,52790 | 0,53188 | 0,53586 | 0,0 
0,1 | 0,53983 | 0,54380 | 0,54776 | 0,55172 | 0,55567 | 0,55962 | 0,56366 | 0,56749 | 057142 | 0,57535 | 0,1 
0,2 | 0,57926 | 0,58317 | 0,58706 | 0,59095 | 0,59483 | 0,59871 | 0,60257 | 0,60642 | 0,61026 | 0,61409 | 0,2 
0,3 | 061791 | 062172 | 0,62552 | 0,62930 | 0,63307 | 0,63683 | 0,64058 | 0,64431 | 0,64803 | 0,65173 | 0,3 
0,4 | 0,65542 | 065910 | 0,66276 | 0,66640 | 0,67003 | 067364 | 0,67724 | 0,68082 | 0,68439 | 0,68798 | 0,4 
0,5 | 0,69146 | 0,69497 | 0,69847 | 0,70194 | 0,70540 | 0,70884 | 0,71226 | 0,71566 | 0,71904 | 0,72240 | 0,5 
0,6 |0,72575 | 0,72907 | 0,73237 | 0,73565 | 0,73891 | 0,74215 | 0,74537 | 0,74857 | 0,75175 | 0,75490 | 0,6 
0,7 |0,75804 | 0,76115 | 0,76424 | 0,76730 | 0,77035 | 0,77337 | 0,77637 | 0,77935 | 0,78230 | 0,78524 | 0,7 
0,8 | 0,78814 | 0,79103 | 0,79389 | 0,79673 | 0,/79966 | 0,80234 | 0,80511 | 0,80785 | 0,81057 | 0,81327 | 0,8 
0,9 | 0,81594 | 0,81859 | 0,82121 | 0,82381 | 0,82639 | 0,82894 | 0,83147 | 0,83398 | 0,83646 | 0,83891 | 0,9 


1,0 | 0,84134 | 0,84375 | 0,84614 | 0,84849 | 0,85083 | 0,85314 | 0,85543 | 0,85769 | 0,85993 | 0,86214 | 1,0 
1,1 10,86433 | 0,86650 | 0,86864 | 0,87076 | 0,87286 | 0,87493 | 0,8/7698 | 0,87900 | 0,88100 | 0,88298 | 1,1 
1,2 | 0,88498 | 0,88686 | 0,88877 | 089065 | 0,89251 | 0,89435 | 0,89617 | 0,89796 | 0,89973 | 0,90147 |1,2 
1,3 | 0,90320 | 0,90490 | 0,90658 | 0,90824 | 0,90988 | 0,91149 | 0,91308 | 0,91466 | 0,91621 | 0,91774 |1,3 
14 |0,91924 | 0,92073 | 0,92220 | 0,92364 | 0,92507 | 0,92647 | 0,92785 | 0,92922 | 0,93066 | 0,93189 | 1,4 
1,5 | 0,93319 | 0,93448 | 0,93574 | 0,93699 | 0,93822 | 0,93943 | 0,94062 | 0,941 79 | 0,94296 | 0,94408 | 1,5 
1,6 | 0,94520 | 0,94630 | 0,94738 | 0,94845 | 0,94960 | 0,95053 | 0,95154 | 0,95254 | 0,95352 | 0,95449 |1,6 
1,7 |0,95543 | 0,95637 | 0,95728 | 0,95818 | 0,95907 | 0,95994 | 0,96080 | 0,96164 | 0,96246 | 0,96327 |1,7 
1,8 | 0,96407 | 0,96485 | 0,96562 | 0,96638 | 0,96712 | 0,96784 | 0,96856 | 0,96926 | 0,96998 | 0,97062 |1,8 
1,9 10,97128 | 0,97193 | 0,97257 | 0,97320 | 0,97381 | 0,97441 | 0,97500 | 0,97558 | 0,97615 | 0,97670 |1,9 
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2,0 | 0,97725 | 0,97778 | 0,97831 | 0,97882 | 0,97932 | 0,97982 | 0,98030 | 0,98077 | 0,98124 | 0,98169 | 2,0 
2,1 | 0,98214 | 0,98257 | 0,98300 | 0,98341 | 0,98382 | 0,98422 | 0,98461 | 0,98500 | 0,98537 | 0,98574 |2,1 
2,2 | 0,98610 | 0,98645 | 0,98679 | 0,98713 | 0,98746 | 0,98778 | 0,98809 | 0,98840 | 0,98870 | 0,98899 | 2,2 
2,3 | 0,98928 | 0,98966 | 0,98983 | 0,99010 | 0,99036 | 0,99061 | 0,99086 | 0,99111 | 0,99134 | 0,99158 | 2,3 
24 | 0,99180 | 0,99202 | 0,99224 | 0,99245 | 0,99266 | 0,99286 | 0,99808 | 0,99324 | 0,99343 | 0,99361 | 2,4 
2,5 | 0,99879 | 0,99396 | 0,99413 | 0,99430 | 0,99446 | 0,99461 | 0,99477 | 0,99492 | 0,99506 | 0,99520 | 2,5 
2,6 | 0,99534 | 0,99547 | 0,99560 | 0,99573 | 0,99586 | 0,99598 | 0,99609 | 0,99621 | 0,99632 | 0,99643 | 2,6 
2,7 | 0,99653 | 0,99664 | 0,99674 | 0,99683 | 0,99693 | 0,99702 | 0,99711 | 0,99720 | 0,99728 | 0,99736 |2,7 
2,8 | 0,99744 | 0,99752 | 0,99760 | 0,99767 | 0,99774 | 0,99781 | 0,99788 | 0,99795 | 0,99801 | 0,99807 | 2,8 
2,9 | 0,99813 | 0,99819 | 0,99825 | 0,99831 | 0,99836 | 0,99841 | 0,99846 | 0,99851 | 0,99856 | 0,99861 | 2,9 


3,0 | 0,99865 | 0,99869 | 0,99874 | 0,99878 | 0,99882 | 0,99886 | 0,99889 | 0,99893 | 0,99896 | 0,99900 | 3,0 


Exemples de lecture : 
I1(0,34) —= 0,63307 : ligne « 0,3 » colonne « 0,04 » 
11(0,35) = 0,63683 : ligne « 0,3 » colonne « 0,05 » 
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Annexe 2 : 
sigles 
et abréviations 


ACI Association Cambiste Internationale /The financial markets association 
ACT ACTual 

ACWI All Country World Index 

AFT Agence France Trésor 

AMF Autorité des Marchés Financiers 

AOA Absence d'Opportunité d'Arbitrage 

APR Annual Percentage Rate 

APY Annual Percentage Yield 

APV Actuarial Present Value 

BCE Banque Centrale Européenne 

BEI Banque Européenne d'investissement 

Bp Basis point 

BPA Bénéfice Par Action 

BTAN Bons du Trésor à intérêts ANnuels 

BTF Bons du Trésor à taux Fixe et à intérêts précomptés 


CAC 40 Indice nu 

CAC 40 EW Indice CAC 40 équipondéré (equal weight 
CAC 40 GR Indice CAC 40 dividendes bruts réinvestis 
CAC 40 NR Indice CAC 40 dividendes nets réinvestis 


C/B Rapport Cours/Bénéfice 

CB Capitalisation Boursière 

CD Certificat de Dépôt /Certificate of Deposit 
CIF Collective investment fund 

CNA Caisse Nationale des Autoroutes 

CNO Comité de normalisation obligataire 

COLI Cost Of Living 

CONSOL CONSOLidated annuity 

CPI Consumer Price Index 

CWI Capitalization Weigthed stock indices 
DAX Deutscher AktienindeX 

DCF Discounted Cash flow formula 

DDM Dividend Discounted Model 

DGLF Délégation Générale à la Langue Française 
DJIA Dow Jones Index Average 

DPA Dividende par action 

DPS Dividend per share 

EAIR Effective Annual Interest Rate 

EAR Effective Annual percentage Rate 


EAY Effective Annual Yield 
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EU 
EURIBOR 
EWI 

FBE 

FBF 

FCP 

FED 


JO 
LIBID 
LIBOR 
LIMEAN 
MSCI 
MONEP 
MTM 
MVVRR 
NASDAQ 
NAV 
NAVPV 
NJE 
NPV 
NYSE 
OAT 
OATÆi 


Equation Différentielle Stochastique 

Euro Overnight Index Average 

Earning Per Share 

Exchange Traded Commodities 

Exchange Traded Fund 

États-Unis 

Euro Interbank Offered Rate 

Equal Weight stock Indices 

Fédération Bancaire de l'union Européenne 
Fédération Bancaire Française 

Fonds Commun de Placement 

FEDeral reserve bank 

FOReïign EXchange 

Floating Rate Note (floater) 

Financial Times Ordinary Index 

Financial Times Index («Footsie») 

Holding Period Yield 

Interbank Bid Offered Rate 

ndice du Coût de la Construction 
International Financial Reporting Standards 
nstitut National des Études Démographiques 
nstitut National de la Statistique et des Études Économiques 
ntérêts Payables d'Avance 

ndice des Prix à la consommation 

ndice des Prix à la consommation harmonisée 
ntérêts Payables à l'Échéance 

Initial Public Offering 

mpôt sur le Revenu 

Internal rate of return 

IncreaSing annuïity 


mpôt de Solidarité sur la Fortune 

Investable Weight Factor 

Journal Officiel de la République française (JORF) 
London InterBank bID rate 

London InterBank OffeRed rate 

London Interbank MEAN rate (mid-rate) 

Morgan Stanley capital international 

Marché des Options NEgociables de Paris 
Marked-To-Market 

Money Weighted Rate of Return (dollar rate of return) 


National Association of Securities Dealers Automated Quotations 


Net Asset Value 

Net Asset Value Per Share 

Nombre de Jours Exacts 

Net Present Value 

New York Stock Exchange 

Obligation Assimilable du Trésor 

OAT Indexée sur l'indice des prix hors tabac pour la zone Euro 
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OATi OAT Indexée sur l'IPC hors tabac 

OPA Offre Publique d'Achat 

OPC Organisme de Placement Collectif 

OPCI Organisme de Placement Collectif en Immobilier 
OPCVM Organisme de Placement Collectif en Valeurs Mobilières 
OST Opérations Sur Titres 

OTC Over The Counter 

PA Progression Arithmétique 

PI Price Index 

Pb Point de Base 

PEA Plan d'Epargne en Actions 

PER Price Earning Ratio 

Pip Échelon de cotation sur le forex 

PP Percentage Point 

PW Price-Weighted Index 

REFI taux de REFIinancement de l'Eurosystème 

REIT Real Estate Investment Trust 

REPO REPurchase agreement 

RI Return Index 

ROC Rate of return on Capital 

ROI Return On Investment 

ROR Rate Of Return 

RRR Required Rate of Return 

RSI Retour Sur Investissement 

S&P Standard & Poor's 

SBF Société des Bourses Françaises 

SEGMI Sciences Économiques, Gestion, Mathématiques et Informatique 
SICAV Société d'Investissement à Capital VAriable 

SCPI Société Civile de Placement Immobilier 

SMI Swiss Market Index 

SMIC Salaire Minimum Interprofessionnel de Croissance 
SOA Society Of Actuaries 

SPDR Standard & Poor's Depositary Receipt (tracker) 
SPX S&P 500 

SRD Service à Règlement Différé 

STRIP Separate Trading of Registered Interest and Principal 
SVT Spécialiste en Valeurs du Trésor 

T4M Taux Moyen Mensuel du Marché Monétaire 

TAM Taux Annuel Monétaire 

TBB Taux de Base Bancaire 

TEC 10 Taux de l'Echéance Constante à 10 ans 

TEG Taux Effectif Global 

TER Total Expense Ratio 

TFE Total des Frais sur Encours 

TGF Tables de mortalité Générationnelles des Femmes 
TI Texas Instruments 

TILA The Truth in Lending Act 

TIPS Treasury Inflation Protection Securities 
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TMM Taux Mensuel Monétaire 

TMP Taux Mensuel Pondéré (a été remplacé par l'EONIA à partir de 1999) 
TRI Taux de Rendement Interne 

TU Seuil de l'Usure 

TVA Taxe à la Valeur Ajoutée 

TVM Time Value of Money 

TWRR Time Weighted Rate of Return 

UCITS Undertakings for Collective Investment in Transferable Securities 
UFR Unité de Formation et de Recherche 

VAN Valeur Actuelle Nette 

VAP Valeur Actuelle Probable 

VAT Value Added Tax 

VL Valeur Liquidative 

VLAI Value Line Arithmetic Index 

VLGI Value Line Geometric Index 

YOC Yield On Cost 

YTC Yield To Call 

YTM Yield To Maturity 

YTP Yield To Put 

YTW Yield To Worst 


ZC Zero Coupon bond 
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Annexe 3 : 
notations 


Montant de l'annuité constante 


Valeur actuelle d'une rente de densité constante égale à 1 € par an, versée pendant n 
années 


Valeur actuelle d'une rente immédiate constante de n annuités de 1 € 
Valeur actuelle d'une rente constante à échoir de n annuités de 1 € 
Montant de l'annuité n° k 

Convexité 
Cours d'un titre financier à la clôture de la séance boursière n° k 


Cours d'un titre financier à l'instant de la séance boursière courante 

Capital amorti après le paiement de l'annuité n° k 

Coupon couru à la date f, en pourcentage du nominal 

Flux de trésorerie en f 

Duration (de Macauley) 

Taux d'escompte commercial annuel 

Valeur actuelle d'une rente immédiate standard décroissante de n annuïtés en PA 
Valeur acquise, à la fin de la dernière année, par une rente immédiate standard décrois- 
sante de n annuités en PA 

Capital emprunté 

Dividende versé en date valeur de la séance boursière n° k 

Dette encore vivante après le paiement de l'annuité n° k 

Taux d'escompte commercial à composition m fois par an 

Taux d'intérêt précompté pendant une période de durée quelconque 

Taux d'intérêt précompté pendant une fraction d'année de durée 1 + m 


Taux de réduction d'une grandeur A entre les situations x et y 
Densité d'un flux de trésorerie à l'instant f 


Frais versés à la date n° k 
Taux de progression d'une suite de versements / Taux modifié du coupon 


Taux d'intérêt annuel / Taux facial d'une obligation 
Valeur actuelle d'une rente immédiate standard croissante de 7 annuités en PA 


Valeur acquise, à la fin de la dernière année, par une rente immédiate standard crois- 
sante de n annuités en PA 


Taux d'intérêt nominal à composition m fois par an 


Taux d'intérêt spot pour un placement d'une durée f 


Taux d'intérêt à terme pour un placement d'une durée f dans T années 
Intérêts contenus dans le versement de l'annuité n° & 


Indice de la grandeur À dans la situation y, base 1 dans la situation x 
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Fréquence annuelle de flux financiers : mensuelle (m = 12), trimestrielle (m = 4), etc. 
Amortissement contenu dans le versement de l'annuité n° k 

Nominal d'une obligation 

Base de l'année dans l'unité de durée secondaire (jour, semaine, quinzaine, mois...) 
Prix en f, d'une obligation en % du nominal / Cours en t d'un titre dans une devise étran- 
gère 

Prix d'une obligation au pied de coupon, en % du nominal 


Taux de croissance annuel continu 


Taux de croissance logarithmique de la grandeur À entre les situations x et y 
Sensibilité (duration modifiée) 

Cours vendeur (offert sur un marché ou par un intermédiaire) : ask price 
Cours acheteur (demandé sur un marché ou par un intermédiaire) : bid price 


Valeur acquise, à la fin de la dernière, par une rente immédiate constante de n annuités 
de 1 €, versée terme échu 


Valeur acquise, à la fin de la dernière, par une rente constante de n annuités de 1 €, ver- 
sées terme à échoir 


Facteur d'actualisation 
Taux actuariel 
Taux d'intérêt continu à l'instant f 


Taux de croissance arithmétique de la grandeur À entre les situations x et y 


Taux d'intérêt post compté pendant une fraction d'année de durée 1 + m 


Accroissement absolu Net change 

Actif Asset 

Actif liquide Liquid asset 

Agios d’escompte Bank charges, commissions € costs 
Amortissement Principal paid 

Amortissement comptable (économique) Depreciation 

Amortissement financier Amortization 


Amortissement 77 fine 


Bullet repayment 


Amortissements constants 


Straïight-line amortization 


Année exacte 


Actual number of days in the year 


Annuité Annuity payment 
Annuités constantes Equal size payments 
Axe du temps Time axis 

Baissier Bearish 

Bénéfice par action (BPA) Earning per share 
Bilan comptable Balance sheet 


Billet à ordre 


Promissory note 


Capital 


Principal 


Capital amorti 


Total principal paid 


Capital restant dû 


Ouistanding balance 


Capitalisation boursière (CB) 


Capital market value 


Capitalisation des intérêts 


Capitalization of interest 


Capitalisations flottantes 


Float-ajusted capitalizations 


Carnet d’ordres 


Order book 


Charges foncières 


Property charges 


Chronique de flux 


Flow time series 


Chronique de stocks 


Stocks time series 


Chronique de stocks 


Level time series 
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Clauses optionnelles Embedded options 
Clôture Close 

Coefficient de plafonnement Capping 
Coefficient du flottant Free float factor 


Coefficient du flottant 


Investable weight factor 


Commissions de surperformance 


Fulcrum fees 
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Compte bancaire ordinaire 


Ordinary bank account 


Compte de marge 


Margin account 


Compte de résultat 


Profit and loss account (income statement) 


Compte titres 


Securities account 


Contrat de prêt 


Loan agreement 


Contrat d'émission 


Indenture 


Convention 30 


Approximate time 


Convention commerciale (30/360) 


Ordinary interest 


Convexité 


Convexity 


Cotation 


Quote 


Cotation directe de la devise de référence 


Direct quote of reference currency 


Cotation indirecte de la devise de référence 


Indirect quote of reference currency 


Coupon 


Coupon 


Coupon attaché 


Full price 


Coupon attaché 


Cum coupon 


Coupon couru 


Accrued interest 


Coupon détaché Ex coupon 
Courbe des taux d’intérêt normale Normal yield curve 
Courbe des taux d’intérêt spots Yield curve 


Courbe des taux d’intérêt spots 


Term structure of interest rates 


Courbe des taux inversée 


Inverted yield curve 


Courbe des taux plate Flat yield curve 
Cours croisé Cross rate 
Cours de clôture ajusté Adjusted close 
Cours d'ouverture Opening quotes 
Cours milieu d’une fourchette de cotation Mid-price 
Court terme Short term 
Coût du crédit Loan cost 


Coût total du crédit 


Total loan cost 


Date de jouissance Dated date 
Date de remboursement Redemption date 
Date de remboursement Due date 

Date de valeur Value date 


Date d'échéance 


Maturity date ; Due date 


Date d'évaluation Appraisal date 
Dates de rajustement Rebalancing dates 
Décote Discount 
Déflateur implicite Implicit deflator 
Déflation Deflation 
Démembrement Coupon stripping 


Densité du flux de trésorerie à l'instant # 


Déport 


Payment rate at time t 


Backwardation 


Dette encore vivante 


Outstanding balance 
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Dette initiale 


Principal 


Dettes à court terme 


Short term liabilities 


Dettes à long terme 


Long term liabilities 


Diagramme des flux de trésorerie 


Cash flow diagram 


Dividende 


Dividend 


Dividende Par 


Action (DPÀ) Dividend per share 


Droits de garde 


Custody fees 


Duration Macauley duration 
Duration modifiée Modified duration 
Écart Deviation 

Écart de cotation Bid-ask spread 
Échelon de cotation Tick size 


Effet de commerce 


Negotiable instrument 


Emetteur 


Jssuer 


Émission obligataire 


Bond issue 


Évaluation aux prix du marché 


Mark-to-market value 


Exercice comptable Accounting period 
Facteur de capitalisation Accumulation factor 
Facteur de croissance Growth factor 
Facteur de réduction Discount factor 


Facteur d’escompte 


Present value factor 


Flux de trésorerie Cash flow 

Flux de trésorerie en temps continu Continuous cash flow stream 
Fonds alternatif Hedge fund 

Fonds indiciel coté Exchange traded fund 


Formule des intérêts composés 


Compound interest formula 


Formule des intérêts simples 


Simple interest formula 


Formule fondamentale de l’actualisation 


Discounted cash flow formula 


Formules de Gordon-Shapiro 


Gordon formulas 


Fournisseurs d’indices boursiers 


Stock exchange market index providers 


Fraction du sous jacent 


Fraction to the underlying 


Fractionnement d’actions 


Stock split 


Frais de gestion 


Management expenses 


Gestion active 


Active stock investing 


Gestion passive 


Passive stock in vesting 


Haussier 


Immunisé 


Bullish 


Immunized 


Indicateur de déviation 


Tracking error 


Indice-chaîne 


Chain-linked index 


Indice de capitalisation 


Capitalization-weighted index 


Indice de performance 


Performance index 


Indice de plus ou moins-value 


Price index 


Indice de rentabilité 


Return index 
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Indice des prix à la consommation (IPC) 


Consumer price index 


Indice élémentaire 


Elementary index 


Indice équipondéré 


Equal weight index 


Indice nu 


Price index 


Indice pondéré par les cours 


Price-weighted index 


Indice rebasé Rebased index 

Indice synthétique boursier Composite stock market index number 
Inflation Inflation 

Instant Point in time 


Instruments financiers dérivés 


Derivative instruments 


Intérêts 


Interest 


Intérêts échus 


Accrued interest 


Intérêts payés 


Interest paid 


Intervalle de temps 


Span of time 


Jours de bourse Trading days 
Juste valeur Fair value 
Lettre de change Büll of exchange 
Liquidité Liquidity 

Long terme Long term 
Loyers Rental income 


Marché des changes 


Foreign exchange 


Marchés financiers 


Capital markets 


Mathématiques financières 


Mathematics of interest rates 


Maturité (date d'échéance) Maturity 
Maturité (durée restante) Tenor 
Moins-value Capital loss 
NJE/360 ACT/360 
NJE/365 ACTI365 fixed 
NJE/EXACT ACT/ACT 


Nombre de jours exacts 


Actual time 


Normes internationales d’information 
financière 


International Financial Reporting Standards 


Obligataires 


Bondholders 


Obligation à coupon indexé 


Obligation à coupon indexé 


Obligation à coupon zéro 


Zero coupon bond 


Obligation à coupon zéro 


Accumulation bond 


Obligation à coupon zéro Bullet bond 
Obligation à fenêtres avec option de rachat Redeemable bond 
Obligation à fenêtres avec option de rachat Callable bond 
Obligation à fenêtres avec option de revente Retractable bond 
Obligation à fenêtres avec option de revente Putable bond 
Obligation classique Vanilla bond 
Obligation convertible Convertible bond 


Glossaire des termes français 


237 


Obligation indexée Index-linked bond 
Obligation nominale Nominal bond 
Offre publique d'achat (OPA) Takeover bid 


Opérations sur titres 


Corporate action 


Organisme de placement collectif 


en immobilier (OPCI) 


Organisme de placement collectif 
en valeurs mobilières (OPCVM) 


Real estate investment trust 


Undertakings for Collective Investment 


in Transferable Securities 


Payable à l’échéance 


Payable in arrears 


Payable à terme échu 


Payable in arrears 


Payable d'avance 


Payable in advance 


Payable terme à échoir 


Payable in advance 


Période Payment interval 
Plus-value Capital gain 

Point de base (pb) Basis point 

Point de taux (%) Percentage point 
Portefeuille autofinancé Self-financing portfolio 
Position courte Short position 
Position longue Long position 


Pouvoir d’achat de l'argent 


Purchasing power of money 


Précompté Payable in advance 
Préférence pour le présent Time preference 
Prime Premium 

Prime de risque Risk premium 
Principal Principal 


Principe d’absence d'opportunité 


d'arbitrage (AOA) 


No riskless arbitrage principle 
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Prix (cours) acheteur Bid price 

Prix au pied du coupon Clean price 

Prix (cours) vendeur Ask price 

Prix de remboursement Redemption amount 
Prix du marché Market price 

Prix plein coupon Dirty price 


Rapport cours/bénéfice (C/B) 


Price earning ratio 


Remboursement in fine 


Bullet redemption 


Remboursement in fine 


Remembrement d’actions 


Bullet repayment 


Reverse stock split 


Rentabilité logarithmique 


Log return 


Rente Variable annuity 
Rente constante Annuity 
Rente différée Deferred annuity 


Rente en progression arithmétique (PA) 


Arithmetic payment annuity 


Rente en progression géométrique (PG) 


Geometric payment annuity 


238 


TD Mathématiques financières et actuarielles 


Rente générale 


General annuity 


Rente immédiate 


Annuity immediate 


Rente payable d'avance Annuity due 
Rente perpétuelle Perpetuity 
Rente simple Simple annuity 


Rente temporaire 


Temporary variable annuity 


Rente viagère Life annuity 
Report Contango 

Risque de défaut Default risk 

Sans risque Risk free 
Sensibilité Volatility 
Sensibilité Modified duration 


Service à règlement différé (SRD) 


Deffered settlement service 


Seuil de l'usure (TU) Usury rate 
Superviseur Supervisor 
Table de mortalité Life table 


Tableau d'amortissement 


Amortization schedule 


Taux annuel moyen de performance 


Time-weighted rate of return 


Taux continu de variation 


Continuous rate 


Taux d’actualisation 


Discount rate 


Taux de base bancaire 


Prime rate 


Taux de croissance 


Relative rate of growth 


Taux de plus ou moins-value 


Rate of return on capital 


Taux de rémunération effectif annualisé 


Annual percentage yield 


Taux de rémunération post comptée 


Taux de rémunération post comptée 


Rate of return 


Return on investment 


Taux de rémunération précomptée 


Discount rate 


Taux de rendement Yield rate 
Taux de rendement rapporté au cours final Running yield 
Taux de rendement rapporté au cours final Current yield 
Taux de rendement rapporté au cours initial Income yield 


Taux de rendement rapporté au cours initial 


Yield on cost 


Taux de rentabilité actuariel (ou interne TRI) 


Internal rate of return 


Taux de rentabilité actuariel 


Vield to maturity 


Taux de rentabilité actuariel 


Money-weighted rate of return 


Taux de rentabilité arithmétique 


Arithmetic return 


Taux de rentabilité continu 


Continuous return 


Taux de rentabilité exigé 


Required rate of return 


Taux de rentabilité réel 


Real rate of return 


Taux de variation 


Taux d’escompte bancaire 


Percentage di erence 


Bank rate of discount 


Taux d’escompte commercial simple 


Stated rate of discount 
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Taux d’escompte continu 


Continuous rate of discount 


Taux d’escompte commercial effectif 


Effective annual dicount rate 


Taux d’escompte commercial équivalent 


Taux d’escompte simple 


Equivalent discount rate 


Discount rate 


Taux d'inflation 


Inflation rate 


Taux d'intérêt à terme 


Taux d'intérêt effectif 


Forward interest rate 


Effective annual interest rate 


Taux d'intérêt équivalent 
Taux d'intérêt instantané à l'instant + 


Taux d'intérêt nominal 


Equivalent interest rate 
Force of interest at point t 


Nominal interest rate 


Taux d'intérêt réel 


Real interest rate 


Taux d'intérêt simple 


Stated interest rate 


Taux d'intérêt spot 


Spot interest rate 


Taux du coupon 


Coupon rate 


Taux effectif global 
(TEG en France, depuis juillet 2002) 


Effective annual percentage rate 


Taux effectif global ancien 
(TEG en France, avant juillet 2002) 


Annual percentage rate 


Taux facial 


Stated interest rate 


Taux milieu d’une fourchette de cotation 


Mid-rate 


Taux modifié du coupon 


Modified coupon rate 


Taux moyen de rentabilité 


Geometric rate of return 


Temps continu 


Continuous time 


Temps discret 


Discrete time 


Teneur du marché 


Market maker 


Titres financiers à revenus fixes 


Fixed income securities 


Titres financiers à revenus variables 


Variable income securities 


Total des frais sur encours (TFE) 


Total expense ratio 


Valeur acquise 


Valeur acquise 


Accumulated value 


Future value 


Valeur actuelle 


Present value 


Valeur actuelle nette 


Net present value 


Valeur actuelle probable (VAP) 


Actuarial present value 


Valeur de la base 


Base value 


Valeur de référence 


Benchmark 


Valeur escomptée 


Discounted value 


Valeur liquidative unitaire (VLU) 


Net asset value per share 


Valeur nominale 


Face amount 


Valeur nominale 


Par value 


Valeur résiduelle 


Salvage value 
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Variation logarithmique 


Logarithmic difference 


Vente à découvert 


Short-selling 


Accounting period 


Exercice comptable 


Accrued interest 


Intérêts échus 


Accrued interest 


Coupon couru 


Accumulated value 


Valeur acquise 


Accumulation bond 


Obligation à coupon zéro 


Accumulation factor Facteur de capitalisation 
ACT/360 NJE/360 
ACT/365 fixed NJE/365 


Active stock investing 


Gestion active 


Actual number of days in the year 


Année exacte 


Actual time 


Nombre de jours exacts 


Actuarial present value (APV) 


Valeur actuelle probable 


Adjusted close 


Cours de clôture ajusté 


Amortization 


Amortissement financier 


Amortization schedule 


Tableau d'amortissement 


Annual percentage rate (APR aux États-Unis) 


Taux effectif global ancien (en France, avant juil. 2002) 


Appraisal date 


Date d'évaluation 


Annual percentage yield (APY) 


Taux de rémunération effectif annualisé 


Annuity 


Rente constante 


Annuity due 


Rente payable d'avance 


Annuity immediate 


Rente immédiate 


Annuity payment 


Annuité 


Approximate time 


Convention 30 


Arithmetic payment annuity 


Rente en progression arithmétique 


Arithmetic return 


Taux de rentabilité arithmétique 


Ask price Prix (cours) vendeur 
Asset Actif 
Backwardation Déport 


Balance sheet 


Bilan comptable 


Bank charges, commissions Gr costs 


Agios d’escompte 


Bank rate of discount 


Taux d’escompte bancaire 


Base value 


Valeur de la base 


Basis point (bp, bips) 


Point de base 


Bearish 


Baissier 


Benchmark 


Valeur de référence 
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Bid price Prix (cours) acheteur 
Bid-ask spread Écart de cotation 

Bill of exchange Lettre de change 

Bond issue Émission obligataire 
Bondholders Obligataires 

Bullet bond Obligation à coupon zéro 


Bullet redemption 


Remboursé in fine 


Bullet repayment 


Remboursement in fine 


Bullish Haussier 

Callable bond Obligation à fenêtres avec option de rachat 
Capital gain Plus-value 

Capital loss Moins-value 


Capital market value 


Capitalisation boursière 


Capital markets 


Marchés financiers 


Capitalization of interest 


Capitalisation des intérêts 


Capitalization-weighted index (CWI) 


Indice de capitalisation 


Capping 


Coefficient de plafonnement 


Cash flow diagram Diagramme des flux de trésorerie 
Cash flow Flux de trésorerie 

Chain-linked index Indice-chaîne 

Clean price Prix au pied du coupon 

Close Clôture 


Composite stock market index number 


Indice synthétique boursier 


Compound interest formula 


Formule des intérêts composés 


Consumer price index (CPI) 


Indice des prix à la consommation 


Contango 


Continuous cash flow stream 


Report 


Flux de trésorerie en temps continu 


Continuous rate 


Taux continu de variation 


Continuous rate of discount 


Taux d’escompte continu 


Continuous return 


Taux de rentabilité continu 


Continuous time 


Temps continu 


Convertible bond Obligation convertible 
Convexity Convexité 

Corporate action Opérations sur titres 
Coupon Coupon 

Coupon rate Taux du coupon 
Coupon stripping Démembrement 

Cross rate Cours croisé 


Cum coupon 


Coupon attaché 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Current yield Taux de rendement rapporté au cours final 
Custody fees Droits de garde 

Dated date Date de jouissance 

Default risk Risque de défaut 
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Deferred annuity Rente différée 
Deffered settlement service Service à règlement différé 
Deflation Déflation 
Depreciation Amortissement comptable 


Derivative instruments 


Instruments financiers dérivés 


Deviation 


Ecart 


Direct quote of reference currency 


Cotation directe de la devise de référence 


Dirty price Prix plein coupon 
Discount Décote 
Discount factor Facteur de réduction 


Discount rate 


Taux d'actualisation 


Discount rate 


Taux de rémunération précomptée 


Discount rate 


Taux d’escompte simple 


Discounted cash flow formula (DCE) 


Formule fondamentale de l’actualisation 


Discounted value 


Valeur escomptée 


Discrete time 


Temps discret 


Dividend Dividende 

Dividend per share (DPS) Dividende par action 
Due date Date de remboursement 
Due date Date d’échéance 


Earning per share (EPS) 


Effective annual discount rate 


Bénéfice par action 


Taux d’escompte commercial effectif 


Effective annual interest rate (EAIR) 


Taux d'intérêt effectif 


Effective annual percentage rate 


Taux effectif global (en France, depuis 


Equal weight stock indices (EWI) 


(EAR ou APR en Europe) juillet 2002) 
Elementary index Indice élémentaire 
Embedded options Clauses optionnelles 
Equal size payments Annuités constantes 


Indices boursiers équipondérés 


Equivalent discount rate 


Taux d’escompte commercial équivalent 


Equivalent interest rate 


Taux d'intérêt équivalent 


Ex coupon 


Coupon détaché 


Exchange traded fund (ETF) 


Fonds indiciel coté 


Face amount 


Valeur nominale 


Fair value 


Juste valeur 


Fiscal year 


Exercice fiscal 


Fixed income securities 


Titres financiers à revenus fixes 


Flat yield curve 


Courbe des taux plate 


Float-ajusted capitalizations 


Capitalisations flottantes 


Floating rate bond 


Obligation à coupon indexé 


Flow time series 


Chronique de flux 


Force of interest at point + 


Taux d'intérêt instantané à l'instant + 


Foreign Exchange (FOREX) 


Marché des changes 
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Forward interest rate 


Taux d'intérêt à terme 


Fraction to the underlying 


Fraction du sous jacent 


Free float factor Coefficient du flottant 
Fulcrum fees Commissions de surperformance 
Full price Coupon attaché 


Future value 


Valeur acquise 


General annuity 


Rente générale 


Geometric payment annuity 


Rente en progression géométrique 


Geometric rate of return 


Taux moyen de rentabilité (géométrique) 


Gordon formulas Formules de Gordon-Shapiro 

Growth factor Facteur de croissance 

Hedge fund Fonds alternatif 

Immunized Immunisé 

Implicit deflator Déflateur implicite 

Income yield Taux de rendement rapporté au cours initial 
Indenture Contrat d'émission 

Index-linked bond Obligation indexée 


Indirect quote of reference currency 


Cotation indirecte de la devise de référence 


Inflation 


Inflation 


Inflation rate 


Taux d'inflation 


Interest 


Intérêts 


Interest paid 


Intérêts payés 


Internal rate of return (IRR) 


Taux de rentabilité actuariel 


International Financial Reporting 


Standards (IFRS) 


Normes internationales d’information 
financière 


Inverted yield curve 


Courbe des taux inversée 


Investable weight factor (TWF) 


Coefficient du flottant 


Jssuer Emetteur 

Level time series Chronique de stocks 
Life annuity Rente viagère 

Life table Table de mortalité 
Liquid asset Actif liquide 
Liquidity Liquidité 


Loan agreement 


Contrat de prêt 


Loan cost 


Coût du crédit 


Log return 


Rentabilité logarithmique 


Logarithmic difference 


Long position 


Variation logarithmique 


Position longue 


Long term 


Long terme 


Long term liabilities 


Dettes à long terme 


Macauley duration 


Duration 


Management expenses 


Frais de gestion 


Margin account 


Compte de marge 
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Market maker 


Teneur du marché 


Market price 


Prix du marché 


Mark-to-market value 


Evaluation aux prix du marché 


Mathematics of interest rates 


Mathématiques financières 


Maturity Maturité (date d'échéance) 

Maturity date Date d’échéance 

Mid-price Cours milieu d’une fourchette de cotation 
Mid-rate Taux milieu d’une fourchette de cotation 
Modified coupon rate Taux modifié du coupon 

Modified duration Duration modifiée 

Modified duration Sensibilité 


Money-weighted rate of return (MWRR) 


Negotiable instrument 


Taux de rentabilité actuariel 


Effet de commerce 


Net asset value per share (NAVPS) 


Valeur liquidative unitaire 


Net change 


Accroissement absolu 


Net present value (NPV) 


Valeur actuelle nette 


No riskless arbitrage principle 


Principe d’absence d'opportunité d'arbitrage 


Nominal bond 


Obligation nominale 


Nominal interest rate 


Taux d'intérêt nominal 


Normal yield curve Courbe des taux d’intérêt normale 
Opening quotes Cours d'ouverture 
Order book Carnet d’ordres 


Ordinary bank account 


Compte bancaire ordinaire 


Ordinary interest 


Convention commerciale (30/360) 


Outstanding balance 


Capital restant dû 


Outstanding balance 


Dette encore vivante 


Par value 


Valeur nominale 


Passive stock investing 


Gestion passive 


Payable in advance 


Payable terme à échoir 


Payable in advance 


Précompté 


Payable in advance 


Payable d'avance 


Payable in arrears 


Payable à l'échéance 


Payable in arrears 


Payable à terme échu 


Payment interval 


Période 


Payment rate at time t 


Densité du flux de trésorerie à l'instant # 


Percentage difference 


Percentage point 


Taux de variation 


Point de taux 


Performance index 


Indice de performance 


Perpetuity Rente perpétuelle 
Point in time Instant 
Premium Prime 


Present value (PV) 


Valeur actuelle 


Present value factor 


Facteur d’escompte 
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Price earning ratio (PER) 


Rapport cours/bénéfice 


Price index 


Indice de plus ou moins-value 


Price index 


Indice nu 


Price-weighted index (PWI) 


Indice pondéré par les cours 


Prime rate 


Taux de base bancaire 


Principal Capital 
Principal Dette initiale 
Principal Principal 
Principal paid Amortissement 


Profit and loss account 


Compte de résultat 


Promissory note 


Billet à ordre 


Property charges 


Charges foncières 


Purchasing power of money 


Pouvoir d’achat de l'argent 


Putable bond 


Obligation à fenêtres avec option de revente 


Quote 


Cotation 


Rate of return (ROR) 


Taux de rémunération post comptée 


Rate of return on capital (ROC) 


Taux de plus ou moins-value 


Real estate investment trust (REIT) 


Organisme de placement collectif en immobilier 


Real interest rate 


Taux d'intérêt réel 


Real rate of return 


Taux de rentabilité réel 


Rebalancing dates Dates de rajustement 
Rebased index Indice rebasé 
Redeemable bond Obligation à fenêtres avec option de rachat 


Redemption amount 


Prix de remboursement 


Redemption date Date de remboursement 

Relative rate of growth Taux de croissance 

Rental income Loyers 

Required rate of return (RRR) Taux de rentabilité exigé 

Retractable bond Obligation à fenêtres avec option de revente 


Return index 
Return on investment (ROÏ) 


Reverse stock split 


Indice de rentabilité 
Taux de rémunération post comptée 


Remembrement d’actions 


Risk free Sans risque 
Risk premium Prime de risque 
Running yield Taux de rendement rapporté au cours final 


Salvage value 


Valeur résiduelle 


Securities account 


Self-financing portfolio 


Compte titres 


Portefeuille autofinancé 


Short position Position courte 
Short-selling Vente à découvert 
Short term Court terme 


Short term liabilities 


Dettes à court terme 


Simple annuity 


Rente simple 
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Simple interest formula 


Formule des intérêts simples 


Span of time 


Intervalle de temps 


Spot interest rate 


Taux d'intérêt spot 


Stated interest rate 


Taux facial 


Stated interest rate 


Taux d'intérêt simple 


Stated rate of discount 


Taux d’escompte commercial simple 


Stock exchange market index providers 


Fournisseurs d’indices boursiers 


Stock spli 


Fractionnement d’actions 


Stocks time series 


Chronique de stocks 


Straight-line amortization 


Amortissements constants 


Supervisor Superviseur 

Takeover bid Offre publique d'achat 
Temporary variable annuity Rente temporaire 

Ténder offer Offre publique d'achat 
Tenor Maturité (durée restante) 


Term structure of interest rates 


Courbe des taux d’intérêt spots 


Tick size Échelon de cotation 
Time axis Axe du temps 
Time preference Préférence pour le présent 


Time-weighted rate of return (TWRR) 


Taux annuel moyen de performance 


Total expense ratio 


Total des frais sur encours 


Total loan cost 


Total principal paid 


Coût total du crédit 


Capital amorti 


Tracking error 


Indicateur de déviation 


Trading days 


Jours de bourse 


Undertakings for collective investment 
in transferable securities (UCITS) 


Organisme de placement collectif en valeurs 
mobilières 


Usury rate Seuil de l'usure 
Value date Date de valeur 
Vanilla bond Obligation classique 


Variable annuity 


Rente 


Variable income securities 


Titres financiers à revenus variables 


Volatility Sensibilité 

Yield curve Courbe des taux d’intérêt spots 

Yield on cost (YOC) Taux de rendement rapporté au cours initial 
Yield rate Taux de rendement 


Yield to maturity (YTM) 
Zero coupon bond (ZC) 


Taux de rentabilité actuariel 


Obligation à coupon zéro 


Index 


A 


agios d’escompte 61 

amortissement 176 
comptable 176 
constant 180 
financier 176 

annuités constantes 180 


C 


capitalisation 

anatocisme 74 
chronique 

de flux 112 

de stocks 2 
convexité 159 
cotation 

à l’incertain 8 

au certain 8 
coupon 

couru 156, 158 

zéro 154 
coût du crédit 59, 120 
coût total du crédit 60 


D 


date 
de jouissance 158 
de règlement 158 
décote 157 
dette 
de l'État 155 
encore vivante 177 
diagramme des flux de trésorerie 59 
duration 159 


E 


échelon de cotation 9 
effectif global 120 
effet taux de change 40 
émetteur 153, 163 
emprunt indivis 176 
escompte 

commercial 65 


commercial effectif 78 
composés 74 
rationnel 26, 62, 75, 91 
simple 65 


F 


FCP 39 

fond 
indiciel 39, 41 
alternatif 6 


formules à Gordon-Shapiro 97 


G 


gestion 
active 39 
passive 39 


immunisation 162 
indice 
boursier 38 
de capitalisation 8, 44 
équipondéré 42, 45 
pondéré par les cours 42 
intérêt(s) 
composés 74, 82 
continu 141 
discret 61 
forward 137 
nominal 141, 155 
précomptés 61, 67 
postcomptés 67 
simples 58, 82 
spots 139 


J 


juste valeur 91, 159 


O 


obligataires 153 
obligation(s) 
à coupon zéro 161 
à fenêtres 154, 163 
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à taux fixe 161 

classiques 155 

convertible 154 
OPCI 5, 98 
OPCVM 5, 39, 98 


P 


pair 155 
pied de coupon 158 
pip 9 
point 
de base 22 
de taux 22 
portefeuille obligataire 163 


R 


rentabilité actuarielle 98 

rente 
anticipée 113, 114 
constante 141 
constante immédiate 161 
constante perpétuelle immédiate 
161 
différée 113, 114 
en progression arithmétique 132, 
143 
en progression géométrique 135 
immédiate 115 
viagère 93 

risque de taux 159 


5 


sensibilité 159 


T 


taux 
annuel moyen de performance 28 
arithmétique 20 
continu 23 
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d'actualisation 91 
d'escompte 23, 62 
d’escompte bancaire 66 
d'inflation 25 
d'intérêt nominal 64 
d'intérêts 76 
de base 67 
de croissance 20 
de plus ou moins-value 22 
de rémunération 98 
de rendement 4 
de rentabilité 21 
de rentabilité actuariel 98 
de rentabilité effectif 98 
effectifs 74 
facial 154 
logarithmique 22 
réel 64 
TEC 10 155 
temps 
continu 132 
discret 59, 75, 144 
terme à échoir 116, 120 


U 


usure 121 


V 


valeur 
acquise 137 
actuelle nette 93 
actuelle probable 93 
de marché 156 
future 25, 62 
liquidative 6 
liquidative unitaire 5 
nominale 155 
résiduelle 176 
mobilière 155 


